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Histology. — Ueber die Bestimmung eines Sauerstoff- und Wasserstojf- 
potentials im Muskelgewebe des Frosches. Von J. W. LANGELAAN. 


(Communicated at the meeting of April 30, 1932.) 


Um zu einer gewissen Erfassung des Intensitatsfaktors beim Stoffwechsel 
des Froschmuskels zu gelangen, wurde versucht, diesen, unter Verwendung 
geeigneter Elektroden, durch ein Potentialniveau zu kennzeichnen. Die Un- 
tersuchung erwies nun, dass zwei von solchen Niveaus zu unterscheiden 
sind: Das héher gelegene Niveau befindet sich bei +0.37 Volt, verglichen 
mit der Wasserstoffnormalelektrode. Der gefundene Wert bildet den Mit- 
telwert von fiinf Beobachtungen. Ferner ergab sich, dass die Grésse dieses 
Potentials von der H-Ionenkonzentration der Phosphatlésung abhangt, in 
der sich das Gewebe befindet. Der Wert von 0.37 Volt entspricht einem 
Py in der Nahe von 7.8, Eine Serie von 9 Beobachtungen in der Nahe von 
Py 8-> liefert einen Mittelwert von +-0.32 Volt, wahrend bei einem PE 
von ca. 7.2 als Mittelwert von 6 Beobachtungen +-0.35 Volt gefunden wird. 

Das niedrigere Niveau liegt bei —0,34 Volt bei einem Py von 7.6 (Mit- 
telwert von 6 Beobachtungen). Wenn das P, in der Nahe von 9 liegt, 
findet man als Mittelwert von 9 Beobachtungen —0.32 Volt; fiir Devials 
als Mittel von 7 Beobachtungen, —0.28 Volt. Diese Bestimmungen wurden 
sdmtlich bei einer Temperatur von ca. 20° C. ausgefiihrt. 

Die mikroskopische Untersuchung des Verhaltens des Muskelgewebes 
in den Phosphatlésungen, in denen die Potentialmessungen ausgefiihrt sind, 
lehrt nun, dass die verwandten Lésungen nahezu isotonisch sind. Ferner 
ergab sich, dass das Muskelgewebe in den Lésungen am langsten (ca. 3 
Stunden) seine normale Struktur beibehalt, deren Py dem mittleren ce 
des Muskelgewebes am nahesten steht; dies sind die Lésungen mit den p,, 
7.6 und 7.8. In den anderen Lésungen kommt die normale Gewebestruktur 
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schneller zum Verschwinden, In dieser Hinsicht erweisen sich Lésungen 
mit einem p,, von ca. 8,5 und 9 als weniger schadlich als solche mit einem 
Py von 7.1 und 7.2, Aus diesen Beobachtungen sowie aus den Zeitverhalt- 
nissen bei den Versuchen ergibt sich, dass die maximalen Werte der beiden 
Potentiale nur dann gefunden werden, wenn sich in der Nahe der Elek- 
trodenoberfiache eine hinreichende Menge von struktureil normalem Mus- 
kelgewebe befindet. 

Sowohl die angewandte Methode, wie der Verlauf der Untersuchung, 
machen es héchst wahrscheinlich, dass wir es in diesen Versuchen nicht 
mit einem einfachen Oxydoreduktor als potentialbestimmender Substanz zu 
tun haben, Die Differenz der beiden Potentialniveaus von 0.70 Volt macht 
dies gleichfalls unwahrscheinlich. Wir diirften vielmehr anzunehmen haben, 
dass das héhere Potential durch eine Sauerstoffkonzentration im Muskel- 
gewebe bestimmt wird, das niedrigere Potential hingegen durch eine Was- 
serstoffkonzentration, In diesem Falle charakterisiert das Potentialniveau 
von --0.37 Volt den Warburg-Mechanismus, wahrend das Potential von 
—0.34 Volt die Dehydrierungsreaktion des Wieland-Chemismus kenn- 
zeichnet. 

Amsterdam, Histologisches Laboratorium. 


Chemistry. — Der Einfluss des Dispersitatsgrades auf physikalisch- 
chemische Konstanten. Von ERNST COHEN und C, THONNESSEN. 


(Communicated at the meeting of April 30, 1932.) 


Im Jahre 1931 veréffentlichten ERNST COHEN und H. GOEDHART ') eine 
Arbeit, in welcher die Vermutung ausgesprochen wurde, dass die Salizyl- 
sAure in zwei verschiedenen Modifikationen auftreten kann. Gestiitzt wurde 
diese Annahme durch die gefundene Tatsache, dass einerseits chemisch 
reine Salizylsdure bei gegebener Temperatur verschieden hohe Léslichkeit 
besitzen kann und andererseits dadurch, dass es gelang, dieselbe durch 
Zerreiben im Morser oder durch 400-stiindiges Erhitzen im Trockenschrank 
bei 75° C. zu stabilisieren, wonach ihre Léslichkeit einen tiefsten Wert 
erhielt. 

H. Goepuart 2) hat spater im van ‘t Hoff-Laboratorium dieses Problem 
weiter verfolgt; es gelang ihm Salizylsaure mit wesentlich héherem Gehalt 
an metastabiler Phase herzustellen, indem er dieselbe bei etwa 110° C. der 
Sublimation im Kathodenlichtvakuum unterwarf. Er fand so als héchste 
Léslichkeit bei 25.00° C. den Wert 0.2315, wogegen die Léslichkeit der 
stabilen Sdure bei 25.00° C. 0.2217 g Salizylséure pro 100 g HO betragt. 


Réntgenogramme der so hergestellten Saure lieferten jedoch iiberraschen- 


1) Proc. Acad. Sci. Amsterdam 34, 1 (1931). 
2) Dissertation, Utrecht, 1932. 
29* 
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derweise keine von denjenigen der stabilen Saure qualitativ verschiedenen 
Bilder. Vielmehr zeigte sich beim Vergleich, dass die charakteristischen 
Linien lediglich breiter geworden waren. Hieraus zog H. GOEDHART, im 
Gegensatz zu der von ERNST COHEN und GOEDHART in ihrer genannten 
Arbeit ausgesprochenen Meinung, den Schluss, dass die beobachteten Lés- 
lichkeitsunterschiede nicht durch die Existenz polymorpher Formen son- 
dern durch Unterschiede des Dispersitatsgrades erklart werden miissten. 
Da es bekannt ist !), dass Gemische polymorpher Formen mindestens 10— 
15 % der zweiten Form enthalten miissen, damit die Réntgenanalyse deren 
Vorhandensein anzeigt, blieb die Méglichkeit bestehen, dass ein derartiger 
Fall hier vorliegt. Weiterhin mangelte es noch an dem Versuch, der die 
Richtigkeit dieser neuen Erklarung in iiberzeugender Weise bewies. Wir 
haben daher die betreffende Untersuchung fortgesetzt um eine endgiiltige 
Entscheidung zwischen beiden Annahmen (Polymorphie oder Dispersitat) 
treffen zu kénnen, 


1. Ueber die Ausfiihrung der Léslichkeitsbestimmungen ist in der ge- 
nannten Abhandlung von ERNST COHEN und H. GOEDHART bereits alles 
erforderliche gesagt worden. Hinzufiigen méchten wir nur noch, dass bei 
all unseren Bestimmungen stets, wenn nicht anders ausdriicklich bemerkt, 
eine Schiitteldauer von 2 Stunden gewadhlt wurde. Zu dieser kurzen Zeit 
hatten wir uns entschlossen, damit die Salizylsaure sich beim Schiitteln mit 
ihrer wasserigen Lésung méglichst wenig stabilisieren konnte. Léslichkeits- 
bestimmungen an stabiler Salizylsdure lieferten nach 2 Stunden Schiittel- 
zeit, sowohl von der ungesattigten als auch von der schwach iibersattigten 
Seite her den gleichen Wert, namlich 


0.2217 + 0,0007 g Saure/100 g HO bei 25.00° C. 


Fiir alle Untersuchungen wurde Salizylsdure ,,fiir kalorimetrische Be- 
stimmungen” der Firma KAHLBAUM und Salizylsdure, puriss. cryst. grave 
der Firma POULENC (Usines du Rhéne) benutzt. 


2. Unsere ersten Léslichkeitsbestimmungen fiihrten wir mit Proben aus 
den Standflaschen aus. Tabelle 1 und 2 enthalten einige von den zahl- 
reichen Bestimmungen. 

Diese Tabellen zeigen, dass die Léslichkeitswerte starker voneinander 
abweichen als die durch die Analysenmethode bedingte Fehlergrenze es 
erlaubt. Durch zahlreiche Bestimmungen an wirklich einheitlichem Material 
haben wir uns davon iiberzeugt, dass die methodischen Fehler héchstens 
+ 0,0007 % ausmachen kénnen. Das Material in den Standflaschen musste 
demnach inhomogen sein. Naturgemass haben wir zunachst an chemische 
Inhomogenitat gedacht, also an geringe Quantitaten chemischer Verun- 
reinigungen, welche die Léslichkeit beeinflussen. Deshalb kristallisierten 
wir die Salizylsaure aus beiden Flaschen haufig (bis zu 10 mal) aus 


1) N. H. KOLKMEIJJER, Z. physik. Chem. (A) 136, 45 (1928). 
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TABELLE 1. 
Temperatur 25.00° C. 


Versuchsnummer Herkunft der Saure 9g Poo gO phee 
60 Kahlbaum 0.2235 
61 Fs 0.2262 
62 ¥ 0.2246 
64 Usines du Rh6ne 0.2227 
65 0.2216 
TABELLE D2: 


Temperatur 0.0° C. 


1 Usines du Rhone 0.0897 


Kahlbaum 0.0926 


oO Oo NN BY UN 


Wasser um. Zu diesem Zweck lésten wir die Saure in der 30-fachen Menge 
Wasser durch kurzes Erhitzen bis auf etwa 90° C., filtrierten die Losung 
(durch Watte) und liessen dieselbe itber Nacht im Schrank zur Kristal- 
lisation stehen, Léslichkeitsbestimmungen an solchen gereinigten Sauren, 
ebenfalls in grosser Zahl ausgefiihrt, gaben wiederum die gleichen Schwan- 
kungserscheinungen. Es war daher unwahrscheinlich, dass die zweifellos 
vorhandene Inhomogenitat des Materials durch chemische Verunreinigun- 
gen verursacht wurde. Diese merkwiirdigen Schwankungserscheinungen 
diirften z.T. die Erklarung sein fiir die Abweichungen, die bei gegebener 
Temperatur zwischen den Léslichkeitsbestimmungen verschiedener Autoren 


vorliegen. 


3. Der Einwand, dass die Schwankungen auf chemische Verunreini- 
gungen zuriickzufiihren seien, ist von M. Beckers 1) erhoben worden. Wir 
haben daher den Einfluss, den Verunreinigungen auf die Loslichkeit der 
Salizylsaure ausiiben kénnen, systematisch gepriift. Nach der Herstellungs- 
weise der Salizylsaure ware es denkbar, dass dieselbe mit ihren Isomeren, 
insbesondere mit p-Oxybenzoesaure, sowie mit Phenol oder Salol verun- 


1) Bull. Soc. chim. Belg. 40, 518 (1931). 
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reinigt ist. Die p-Oxybenzoesaure besitzt eine bedeutend hdhere Léslich- 
keit als Salizylsaure, sodass sie beim haufigen Umkristallisieren der letzte- 
ren aus grossen Mengen Wasser in Lésung bleiben muss. Wie aber oben 
bereits gesagt, zeigt auch eine sogar 10 mal aus der 30-fachen Menge 
Wasser umkristallisierte Sdure noch die gleichen Schwankungen ihrer Lés- 
lichkeit. 

Wir bestimmten dieselbe von Salizylsaure in 0.1 %iger Phenollésung 
und fanden bei 25.00° C. 


0.2248 bezw. 0.2246 


also tatsachlich eine geringe Erhdhung. Diese Lésungen zeigten jedoch 
einen ausgesprochenen Geruch nach Phenol, was bei unseren sonstigen 
Lésungen niemals der Fall war. Wenn also die Salizylsdure in unserer 
Standflasche wirklich mit Phenol verunreinigt gewesen ware, hatten die 
dadurch auftretenden Schwankungen bei den Léslichkeitsbestimmungen nie 
so gross sein kénnen, wie wir sie gefunden haben. 

Salizylsdure, der 5 % Salol zugesetzt war, besass die Léslichkeit 0.221° 
bezw. 0.2208 bei 25.00° C. Mithin war die Ursache fiir die beobachteten 
Schwankungen auch nicht in einer Verunreinigung durch Salol zu suchen. 

Durch Einwagen der iiber P20; getrockneten Salizylsaure und Titration 
derselben mit eingestellter Barytlauge fanden wir fiir das Molekulargewicht 
stets den Wert 138.1 wahrend der berechnete 138.05 betragt. 

Den wichtigsten Beweis aber dafiir, dass die beobachteten Schwankungen 
nicht auf chemische Verunreinigungen zuriickgefiihrt werden k6nnen, er- 
blicken wir in den unter § 4 beschriebenen Versuchen. 


4. Es gelingt, Salizylsaure durch geeignete Behandlung, bei welcher der 
Salizylsdure fremde Stoffe weder entzogen noch zugefiihrt werden, in eine 
vollkommen homogene Substanz zu iiberfiihren, d.h. in eine Substanz, die 
bei Léslichkeitsbestimmungen stets bei bestimmter Temperatur den gleichen 
und gleichzeitig tiefsten Wert der Léslichkeit ergibt. Nach H. GOEDHART 1) 
tritt diese Stabilisierung bei 400-stiindigem Erhitzen auf 75° C. ein. Ge- 
ruchsvergleiche zeigten, dass unter diesen Umstanden Salizylsaure (beson- 
ders wenn sie Spuren von Feuchtigkeit enthielt) sich in geringem Masse 
zu Phenol zersetzte. Deshalb schlugen wir zum Stabilisieren einen anderen 
Weg ein, der zudem in wesentlich kiirzerer Zeit zum gleichen Ziele fihrte. 
Die Salizylsaure wurde mit Wasser in einer verschlossenen Schiittelflasche 
48 Stunden bei ca. 50° C, geschiittelt. Hierauf brachten wir die Flasche 
wieder in den Thermostaten von 25° C, und schiittelten dieselbe, wie iiblich, 
2 Stunden. Tabelle 3 gibt einige Resultate der so ausgefiihrten Léslich- 
keitsbestimmungen an Salizylsauren verschiedener Herkunft. 

Diese Zahlen zeigen mit Sicherheit, dass Stabilisieren méglich ist, und 
dass daher chemische Verunreinigungen nicht die Ursache fiir die beobach- 


1) Dissertation Utrecht 1932, Seite 28 ff. 


2a) 


TABELLE 3. 


Léslichkeit nach vorangegangener Stabilisierung bei 50° C. 
Temperatur 25.00° C. 


Versuchsnummer SOSA ae saa Léslichkeit 

140 Kahlbaum 0.2222 
141 4 0.2219 
143 , 0.2220 
158 Usines du Rhéne 0.2216 
159 efi te me 0.2212 
180 Kahlbaum, 6 Mal aus 

H,O umkristallisiert 0.2215 
182 Kahlbaum, 6 Mal aus 

H,O umkristallisiert 0.2217 


teten Schwankungen sein kénnen. Die Inhomogenitat kann daher nur phy- 
sikalischer Art sein. Hier kommen nun folgende Annahmen in Frage: 

a. Die Salizylsdure tritt unter den obwaltenden VerhAltnissen in poly- 
morphen Formen auf. Die kaufliche Saure, sowie die aus Wasser umkris- 
tallisierte, enthalt, je nach ihrer Vorgeschichte, mehr oder weniger grosse 
Mengen der metastabilen Phase, die ungleichmassig durch die gesamte 
Masse der Saure verteilt ist, wodurch sich dann die unregelmassig schwan- 
kenden Léslichkeitswerte solcher Praparate erklaren liessen. 

b. Die Salizylsaure enthalt, je nach ihrer Vorgeschichte, wechselnde 
Mengen von so geringer Kristallgrésse, dass die von der Thermodynamik 
geforderte héhere Léslichkeit derselben in Erscheinung tritt. In diesem 
Falle miisste die Kristallisationsgeschwindigkeit der Salizylsaure so gering 
sein, dass die kleinen Kristalle innerhalb der Zeitraume, die wir zu unseren 
Léslichkeitsbestimmungen benutzten, sich nicht in nennenswertem Betrage 


vergrosseren. 


5. Ulm zwischen diesen beiden Méglichkeiten zu entscheiden, haben 
wir zundchst versucht, eine Salizylsaure von moglichst hoher Léslichkeit, 
also mit méglichst grossem Gehalt an metastabiler Phase (diesen Begriff 
in weiterem Sinne genommen) herzustellen. H. GOEDHART hatte beim 
Sublimieren im Kathodenlichtvakuum unter Anwendung von fliissiger Luft 
als Kiihlmittel eine Séure von der maximalen Loslichkeit 0.2315 erhalten. 
Offenbar wird beim Sublimieren die Bildung der metastabilen polymorphen 
bezw. der feindispersen Phase dadurch begiinstigt, dass der Dampf an der 
kalten Gefasswand abgeschreckt wird. Es lag nahe, das gleiche Verfahren 
auf wasserige Lésungen der Salizylsaure zu itbertragen. Zu diesem Zwecke 
wurden heisse, gesattigte, wasserige Lésungen der Saure durch schnelles 
Eintauchen in das Wasser des Thermostaten abgeschreckt. Schon die 
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ersten Versuche ergaben eine wesentliche Erhéhung der Loslichkeit, sodass 
es lohnend erschien, in dieser Richtung weiterzusuchen. 


6. Diese Versuche hatten auch gezeigt, dass die Léslichkeit der durch 
Abschrecken erhaltenen Salizylsaure um so grésser war, je héher die Tem- 


peratur und daher die Konzentration der gesattigten Losung vor dem Ab- 
schrecken. Vergleiche Tabelle 4. 


TABELLE 4. 
Temperatur in C° der gesattigten Léslichkeit der Saure bei 
NAGE SG ur) Lésung vor dem Abschrecken | 25.00° C. nach dem Abschrecken 
162 ca. 50 0.2223 
164 70 0.227! 
166 90 0.2389 


Es war mit der Méglichkeit zu rechnen, dass Kristalle, die vor dem Ab- 
schrecken noch ungelést in der Lésung umherschwammen, beim Abkiihlen 
eine Keimwirkung ausiiben und dadurch die Chancen fiir die beabsichtigte 
Bildung der metastabilen Phase verringern konnten. Deswegen benutzten 
wir bei den folgenden Versuchen den nachstehend 
beschriebenen Apparat (Fig. 1), der auch fiir andere 
ahnliche Falle noch Nutzen leisten kénnte. 

In den weiten Glaszylinder A tritt bei M Wasser- 
dampf ein. Er umspiilt die Gefasse B und C und halt 
deren Temperatur auf etwa 100° C. In das Gefass B 
bringt man Salizylsaure und Wasser. Durch haufiges 
Umrihren mit dem Glasriithrer R erhalt man nach 
etwa 40 Minuten eine bei etwa 100° C. gesattigte 
Salizylsaurelésung. Hebt man nun den Glasstab G, 
der an seinem unteren Ende D mit einem Schliff ver- 
sehen ist, so fliesst die Lésung iiber das Wattefilter 
F durch das Rohr E in die Flasche C, die mit dem 
oberen Teil der Apparatur durch einen Gummiring 
verbunden ist. Das Rohr N sorgt fiir den Druckaus- 
gleich zwischen dem Innern der Flasche C und der 
Atmosphare. Nach Beendigung der Filtration lasst 
sich der innere Teil des Apparates vermittels des 
Stopfens H herausheben und die Flasche C kann 
losgelést und deren Inhalt zu beliebigen Versuchen 
benutzt werden. : 

Auf diese Weise erhielten wir eine vollkommen 
klare, bei etwa 100° C. gesattigte Lésung von Salizyl- 
sdure. Die Flasche C wurde verschlossen und schnell 


eee oe 
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in den Thermostaten von 25° C. gebracht und geschiittelt. Nach 2 Stunden 
bestimmten wir die Léslichkeit. Tabelle 5 enthalt einige Resultate. 


TABELLE 5. 
Versuchsnummer Meares ener | Léslichkeit bei 25.00° C. 
200 Usines du Rhone 0.2465 
201 55 0.2455 
207 Kahlbaum 0.2418 
208 ig 0.2447 


7. Tu. Pau 1!) hat ahnliche Beobachtungen bei Léslichkeitsbestimmun- 
gen an Salizylsaure u.a. Stoffen gemacht als er derartige Messungen, aus- 
gehend von der iibersattigten Seite, ausfiihrte. Er hat seine Versuche aber 
in anderer Weise gedeutet, und zwar nahm er an, dass beim Abschrecken 
von Salizylsdurelésungen diese mit grosser Hartnackigkeit ibersattigt 
bleiben. Trifft das tatsachlich zu, so sind die in Tabelle 5 enthaltenen 
hohen Zahlen nicht auf einen Gehalt des Bodenkérpers an metastabiler 
Phase sondern auf diese Uebersattigung zuriickzuftihren. Die Richtigkeit 
der Erklarung von Tu. PAUL konnten wir jedoch auf folgende Weise 
widerlegen. 

Es wurden 100 g bei etwa 100° C. gesattigter Salizylsaurelosung in der 
oben geschilderten Weise abgeschreckt. Hierauf schiittelte man 20 Minuten. 
Nach dieser Zeit war die Temperatur im Innern der Flasche bereits auf 
25.00° C., die Temperatur des Thermostaten, gefallen. Der Flasche ent- 
nahmen wir sodann eine kleine Menge Lésung und ermittelten deren Kon- 
zentration durch Titration. Dann wurde so viel reines Wasser dem in der 
Flasche verbliebenen Rest (Lésung -+ Bodenkérper) zugesetzt, dass die 
Lésung (die nach PAUL iibersattigt sein sollte) die dem normalen Léslich- 
keitswert von 0.2217 entsprechende Konzentration erhielt. Hiernach wurde 
2 Stunden weitergeschiittelt und die Léslichkeit wiederum bestimmt. Wenn 
die Annahme Paut’s zu Recht besteht, hatten diese Bestimmungen normale 
Léslichkeiten ergeben miissen. Tatsachlich aber fanden wir hohe Werte 
obwohl die Sattigung jetzt von tieferer Konzentration aus erreicht war, 
Nachfolgend zwei unserer Versuche: (Siehe Tabelle folgende Seite. ) 

Diese Versuche lehren zweifelsfrei, dass die Ursache fiir die hohe Lés- 
lichkeit der Salizylsaure, die durch Abschrecken heisser gesattigter Lésun- 
gen gewonnen wurde, nicht in einem besonderen Uebersattigungszustand 
der Lésung sondern in der Beschaffenheit des Bodenk6rpers zu suchen ist. 
PAUL sagt: ,,Es kommt haufig vor, dass Léslichkeitsbestimmungen nur 
durch Abkithlen (unter 6fterem Schiitteln) der iibersattigten Lésungen 


1) Z. physik. Chem. 14, 112 (1894). 
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TABELLE 6. 


Versuchsnummer | 197 | 199 


Léslichkeit nach dem Abschrecken 
und 20 Minuten Schiitteln 0.245° 0.2465 


Durch Verdiinnen gebracht auf 0.2210 0.2219 


Léslichkeit nach weiterem 2-stiin- : 
digem Schiitteln bei 25.00° C. 0.2418 0.241 


ausgefiihrt werden. Dieses Verfahren ist sonach unzuverlassig. Vielleicht 
lasst sich hierdurch teilweise die oft sehr erhebliche Abweichung der Lés- 
lichkeitsangaben in der Literatur erklaren’. Diese Satze bleiben natiirlich 
nach wie vor giiltig. 


8. Ein auf die unter § 7. beschriebene Weise hergestelltes Salizylsaure- 
praparat wurde réntgenographiert. Fiir die Existenz einer polymorphen 
Form ergab sich kein Anhaltspunkt. Danach erschien Polymorphie nur 
noch wenig wahrscheinlich, 


9. Wir versuchten deshalb, die hohen Léslichkeiten von Salizylsaure 
dadurch zu erreichen, dass stabile Salizylsaure in geeigneter Weise zer- 
rieben wurde. Sollte es auf diese Weise méglich sein, metastabile Produkte 
zu erhalten, so ware nur noch Erklarung durch Annahme verschiedenen 
Dispersitatsgrades méglich. 

Zerreiben der Saure im Achatmorser hatte auf die Léslichkeit keinen 
Einfluss. Die Versuche GOEDHART’s in dieser Richtung1) hatten kein 
eindeutiges Resultat. Er fand nach dem Zerreiben bald eine geringe 
Abnahme, bald eine geringe Zunahme der Léslichkeit. Wie oben gezeigt 
wurde, arbeitete er mit einem Material, in dem die metastabile Phase un- 
gleichmassig verteilt war, sodass er naturgemass nur Zufallswerte erhalten 
konnte. 

Stabilisierte Salizylsaure mit einem Anfangswert der Léslichkeit von 
0.2217 bei 25.00° C. wurde mit Wasser 24 Stunden bei dieser Temperatur 
geschiittelt. In die Schiittelflasche waren zu Beginn gleichzeitig Porzel- 
lanperlen hineingegeben worden. Dieselben hatten wir vorher durch Aus- 
kochen mit Wasser bis zur neutralen Reaktion des Waschwassers gereinigt. 
Schon das Aussehen der Saure verriet uns am folgenden Tage, dass die 
groben Kristalle zu einem ausserst feinen Kristallmehl, das mit der Lésung 
einen Brei von fast pastenartiger Beschaffenheit bildete, zermahlen worden 
waren. Die Konzentration der filtrierten Lésung ergab sich zu 0.2331 bezw. 
0.2345. Das Schiitteln mit Porzellankugeln wurde daraufhin iiber langere 
Zeitraume fortgesetzt in der Erwartung, dass man in dieser Weise zu noch 


1) Dissertation Utrecht, z.B. Tabellen 3, 17. 
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hoheren Werten der Léslichkeit gelangen wiirde. Tabelle 7 enthalt einige 
unserer Resultate. 


TABELLE 7. 
Temperatur 25.00° C. 
Versuchsnummer Schiitteldauer in Stunden Léslichkeit nach dem Schiitteln 
mit Porzellanperlen 
212 24 0.2345 
VAG 48 0.244! 
215 48 0.2492 
217 120 0.2488 
224 264 0.2420 


_ 10. Von Interesse war auch die Frage, ob es méglich war, die durch 
Zerreiben mit Porzellanperlen an feindisperser Phase angereicherte Salizyl- 
sdure wieder zu stabilisieren, sodass die Saure ihre normale Léslichkeit 
zuriickerhielt. Zu diesem Zweck wurden in der bereits geschilderten Weise 
die Schiittelflaschen nach Entnahme einer Probe zur Analyse, ohne Porzel- 
lanperlen 48 Stunden bei 50° C. weitergeschiittelt. Hiernach brachten wir 
sie in den Thermostaten von 25.00° C. zuriick und bestimmten nach 
2 Stunden die Konzentration der Lésung. Tabelle 8 enthalt die gefundenen 


Werte. 


TABELLE 8. 
Temperatur 25.00° C. 


Versuchsnummer 218 | 219 


Anfangswert der Léslichkeit 0.2229 | 0.2226 


Léslichkeit nach dem Zerreiben 
mit Porzellanperlen 0.244! 0.2492 


Léslichkeit nach dem Stabilisieren 0.2235 0.223! 


11. Nachtraglich méchten wir noch bemerken, dass die bei den Ver- 
suchen mit Porzellanperlen zur Analyse benutzten Lésungen nach dem Fil- 
trieren stets etwas triibe waren. Das erklart sich dadurch, dass die Porzel- 
lanperlen sich beim Schiitteln auch gegenseitig abreiben. Die abgeriebene 
Masse geht dann z.T. kolloid in Lésung. Méglich ware nun, dass eine 
solche -Kolloidlésung beim Titrieren zu falschen Werten fiir den Salizyl- 
sduregehalt der Lésungen fiihrt. Dies ist aber nicht der Fall, wie wir fol- 
genderweise nachweisen konnten: Porzellanperlen wurden mit Wasser 
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allein 24 Stunden geschiittelt. Die triibe Lésung erwies sich bei der Priifung 
als vollkommen neutral. 

Veranlasst durch eine kiirzlich erschienene Mitteilung von H. BRINT- 
ZINGER und H. G, BEIER‘), in welcher nachgewiesen wird, dass die Lés- 
lichkeit der Salizylsaure durch die Gegenwart hydrophiler Sole erhéht wird, 
untersuchten wir auch den evtl. Einfluss der kolloiden Triibung in dieser 
Richtung. Zu diesem Zwecke wurden wiederum Porzellanperlen 24 Stun- 
den mit Wasser allein geschiittelt. Die stark getriibte Lésung verwendeten 
wir dann mit stabiler Saure zu einer Léslichkeitsbestimmung und zwar 
wurde diesmal 24 Stunden geschiittelt. Es ergaben sich die Werte 0.2266 
und 0.2265 bei 25.00° C. Tatsachlich wird also die Léslichkeit der Salizyl- 
sdure im Sinne von BRINTZINGER und BEIER um wenig erhéht. Die Werte 
liegen aber weit unter den in Tabelle 7 und 8 angegebenen, sodass die in 
jenen Tabellen beschriebenen Erscheinungen mit den von diesen Autoren 
beobachteten nichts zu tun haben. 


12. {mmerhin erschien es zweckmassig, nach einem Material zu suchen, 
das die eventuell stérenden Eigenschaften der Porzellanperlen nicht besass. 
Gold, in Form kleiner Kugeln von ca. 3 mm Durchmesser, erwies sich als 
dafiir sehr geeignet. Durch die Liebenswiirdigkeit von Herrn Dr. W. J. 
VAN HETEREN. Chef-Chemiker der Reichsmiinze hierselbst, welcher uns eine 
grossere Menge reinsten Goldes zur Verfiigung stellte, wurden wir in Stand 
gesetzt, Versuche mit diesem Material auszufiihren. Zwar zerreiben sich 
auch Goldkugeln in geringem Masse, wenn man sie mit Wasser in Flaschen 
schiittelt, doch wirken, wie sich unten noch zeigen wird, die in der Lésung 
herumschwimmenden Goldflitterchen in keiner Weise stérend. Tabelle 10 
gibt einige unserer Resultate bei diesen Versuchen wieder. 


TABELLE 9. 
Bene 200g 


Todichben nach dem Schiitteln 


Vi h a T 
ersuchsnummer | Schiitteldauer in Stunden | mit Goldkugeln 
248 | 24 0.2527 
Zeit 24 0.2450 
255 oe | 0.2520 


Auch hier haben wir untersucht, ob die kleinen Mengen von feinver- 
teiltem Gold, die sich durch Zerreiben bilden, einen direkten Einfluss auf 
die Léslichkeit ausiiben kénnen. Es wurde in gleicher Weise wie bei dem 
entsprechenden Versuch mit Porzellanperlen gearbeitet, und es ergab sich 


') Naturwiss. 20, 255 (1932). 
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fiir die Léslichkeit der Salizylsdure in Gegenwart von feinverteiltem Gold 
im Bodenkorper der Wert 0.224! bezw. 0.2237. Diese Zahlen liegen weit 
unter den bei den obigen Versuchen (Tabelle 9) gefundenen. Ohne wei- 
teres liess sich vorhersehen, dass der endgiiltige Wert der Léslichkeit beim 
Schiitteln mit Goldkugeln abhangig sein musste von der Intensitat des 
Schiittelns, also u.a. von der Schiittelgeschwindigkeit, der Anzahl der 
benutzten Goldkugeln und der Bodenkérpermenge. Wir haben Versuche 
mit gleicher Goldkugelzahl aber wechselnden Bodenkérpermengen ange- 
stellt. Die Resultate finden sich in Tabelle 10. 


TABELLE, 10! 
Temperatur 25.00° C. 


Léslichkeit nach 24-stiindigem Schiitteln 


Versuchs Bodenké 
ar ahs geen ye OS mit konstanter Anzahl von Goldkugeln 


226 lg 0.2389 
227 4g 0.2450 
228 6g 0.2483 


Doch haben wir diese Seite nicht weiter verfolgt, da sie ausserhalb 
unserer Interessen lag. Jedenfalls wird nach dem Ausgefiihrten verstand- 
lich, dass bei unseren Versuchen sich nicht stets der gleich hohe Wert fiir 
die Léslichkeit ergab, denn vor allen Dingen variierte bei den Versuchen 
haufig die Schiittelgeschwindigkeit. 


13. Es kann nach alledem als sicher gelten, dass die Schwankungs- 
erscheinungen, die sich bei Léslichkeitsbestimmungen an Salizylsaure be- 
merkbar machen, auf geringe in der Gesamtmasse ungleichmassig verteilte 
Mengen von ausserst feindispersem Material zuriickzufiihren sind. Dieser 
durch die Teilchengrésse bedingte Effekt tritt besonders an solchen Prapa- 
raten in Erscheinung, bei deren Herstellungsweise die Chancen fiir die Ent- 


-stehung Kleiner Teilchen gross sind, d.h. also besonders an sublimierten 


Praparaten und an solchen, die durch Abschrecken ihrer heissen wasserigen 
Lésungen gewonnen wurden, Die Salizylsaure fiir kalorimetrische Be- 
stimmungen” der Firma KAHLBAUM ist, wie uns die Firma mitteilte, durch 
mehrfache Sublimation gereinigt, Und gerade an diesem Praparat traten 
bei Léslichkeitsbestimmungen diese Schwankungen am starksten zu Tage. 
Es wire denkbar, dass auch die Verbrennungswarme dieses Praparates 
solche Schwankungen zeigt. Dies wiirde dann gegen die Verwendung der 
Salizylsaure als sekundare kalorimetrische Standardsubstanz, wozu sie in 
den letzten Jahren insbesondere von P. E. VERKADE und J. Coops Jr. 1) 
vorgeschlagen wurde, sprechen. Wahrscheinlich aber wird schon der 


1) Rec. trav. chim. 43, 561 (1924). 
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Druck, mit dem die Salizylsdure fiir kalorimetrische Versuche zu Pastillen 
gepresst wird, geniigend gross sein um die durch den verschiedenen Dis~- 
persitatsgrad hervorgerufenen Energiedifferenzen zum Verschwinden zu 
bringen 1), Hier ist jedoch eine Untersuchung noch notwendig. Stets wird 
es aber moglich sein, die Salizylsaure durch die oben angegebene Methode 
zu stabilisieren oder ihr durch mehrmaliges Schiitteln mit Wasser die klein- 
sten, storenden Kristalle zu entziehen. 


14. Bei der bisherigen Praxis der Léslichkeitsbestimmungen ist der Um-~ 
stand, dass sich Teilchengrésseneffekte bemerkbar machen kénnen, nur als 
seltener Ausnahmefall beobachtet worden. Wir haben willkiirlich einige 
andere organische Stoffe herausgegriffen und ihre Léslichkeit bestimmt. 
Gleichzeitig haben wir eine Probe derselben Stoffe mit Goldkugeln in der 
oben beschriebenen Weise geschiittelt. Die Ergebnisse finden sich in 
Tabelle 11. 


TABELLE 11. 
Schiittelzeit: 24 Stunden. 


Léslichkeit bei | Léslichkeit des mit Goldkugeln 


2D.002RG; | zerriebenen BodenkGrpers. 
o-Nitrobenzoesdure 0.7315 0.7568 
Acetylsalizylsaure 0.4115 0.4607 
Phtalsaure | 0.704° 0.7129 


An diesen vorlaufigen Versuchen sieht man den Einfluss des Disper- 
sitatsgrades sehr deutlich, und es erscheint uns die Annahme nicht unge- 
rechtfertigt, dass es sich um eine sehr haufige, bisher noch nicht geniigend 
beriicksichtigte Erscheinung handelt. Die Differenzen zwischen den von 
verschiedenen Autoren gefunden Léslichkeitswerten derselben Substanz bei 
gegebener Temperatur diirften z.T’. so erklarbar sein, Im allgemeinen findet 
man in der Literatur iiber die Art der Vorbehandlung der untersuchten 
Stoffe, insbesondere dariiber ob sie beim Umkristallisieren oder Sublimieren 
schnell oder langsam gekihlt wurden, nur sparliche Angaben, da man 
dieser Frage, wenn nicht die Vermutung fiir die Existenz polymorpher 
Formen vorlag, nur wenig Bedeutung zumass. Denn die bisher beobach~- 
teten Falle, bei denen sich ein Einfluss des Dispersitatsgrades auf die Lés- 
lichkeit nachweisen liess 7), waren bisher so wenige, dass sie allgemein den 
Eindruck von Ausnahmen gemacht haben. Von Interesse diirfte auch die 
Frage sein, um welche Betrage andere physikalisch-chemische Konstanten 
als die Léslichkeit durch den Teilchengrésseneffekt beeinflusst werden. Es 


1) Das wiirde mit den Anschauungen von M. BECKERS, Bull. Soc. Chim. de Belgique, 
40, 518 (1931), speziell Seite 561 und 562, iibereinstimmen. 


2) Vergl. Literatur bei GOEDHART, Dissertation Utrecht 1932, Seite 18. 
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liegen in der Literatur schon Angaben hieriiber vor. Genannt seien hier 
nur die Arbeiten von LIPSETT, JOHNSON und Maass1) iitber den Einfluss 
der Korngrésse auf die Lésungswarme des Chlornatriums, die von 
CENTNERSZWER und seiner Mitarbeiter iiber die Dissoziationsspannung 
verschiedener Stoffe?2) sowie diejenige von FRICKE und WULLHORST®?) 
iiber die Lésungswarme kristallisierter Hydroxyde. 

Zu der Forderung, dass bei der Bestimmung physikalisch-chemischer 
Konstanten mit der Méglichkeit der Existenz polymorpher Formen gerech- 
net werden muss, tritt also als weitere die hinzu, dass auch der Dispersitats- 
grad des Materials zu beriicksichtigen ist und durch geeignete Vorbehand- 
lung evtl. Fehlerméglichkeiten beseitigt werden miissen. 


ZUSAMMENFASSUNG. 


1. Die von H. GOEDHART auf Grund réntgenographischer Befunde aus- 
gesprochene Vermutung, dass die an Salizylsaure auftretenden Léslich- 
keitsdifferenzen auf den Dispersitatsgrad derselben zuriickzufiihren sind, 
konnte dadurch bewiesen werden, dass es gelang, feindisperse Salizylsaure 
von etwa 15 Prozent héherer Léslichkeit sowohl von der molekulardispersen 
als auch von der grobdispersen Seite her herzustellen. 

2. Die vorliegende Arbeit hat ferner ergeben, dass auch andere Stoffe 
unter Umstanden bei Léslichkeitsbestimmungen einen Einfluss des Disper- 
sitatsgrades erkennen lassen. Diese bisher nur ausnahmsweise (speziell an 
sehr wenig léslichen Stoffen) beobachtete Tatsache macht es erforderlich, 
dass in Zukunft bei der Ermittlung der Léslichkeit, und eventuell anderer 
physikalisch-chemischer Konstanten auf die Vorgeschichte, welche die 
Korngrésse wesentlich beeinflussen kann, geachtet werden muss. Wir 
hoffen dariiber spater naheres mitteilen zu kénnen, 


Der eine von uns (THONNESSEN) méchte an dieser Stelle der Dr. C. 
DuISBERG-Stiftung fiir das Auslandstudium deutscher Studenten herzlichst 
danken fiir die Bewilligung der Mittel, die ihm gestatteten, im VAN 'T Horr- 
Laboratorium zu arbeiten. 


Utrecht, im April 1932. VAN 'T Horr-Laboratorium. 


1) J. Am. Chem. Soc. 49, 935, 1940 (1927). 
2)'Z. physik. Chem. 124, 225 (1926); 130, COHEN-Festband, 187 (1927) ; 132, 185 (1928). 
3) Z. Anorg. Allgem. Chem. 205, 127 (1932). 


Physics, — The dependence of the susceptibility of bismuth single-crystals 
upon the field. By W. J. DE Haas and P. M. VAN ALPHEN. (Comm. 
N°, 220d from the KAMERLINGH ONNES laboratory Leyden). 


(Communicated at the meeting of April 30, 1932.) 


§ 1. In a previous paper!) we described our investigations on the 
magnetization of pure bismuth single-crystals. We found the interesting 
fact, that at the temperature of liquid hydrogen this magnetization no 
longer increases linearly with the field. We found two regions situated 
at about 7 and 14 KG in which it decreases with increasing intensity of 
the field. It seemed interesting to repeat the measurements in order to see 
in how far they are reproducible and to extend them to higher magnetic 
fields, Of special interest it would be to find out whether a third region 
with decreasing magnetization exists and if so, whether a relation could 
be traced between these three regions. 

The new large electro-magnet offered us the opportunity to extend the 
measurements (made before up to + 20 KG) to + 35 KG. With this 
magnet the low fields could not be well reached, as for a current of 
10 Amp. (the minimum that could be realised with the provisional 
arrangement of the magnet) the intensity of the field at the maximum of 


ee was 8.6 KG already. 


§ 2. Apparatus and material investigated. 

The apparatus used has been described already in the former paper. 
For the use in high magnetic field the dimensions of the lower end were 
still reduced. 

To the lower end of the copper tube a thinwalled glass tube of 7 mm 
diameter is sealed by means of a platinum ring. In this tube the crystal 
(5 mm) is suspended in such a way that it can be moved up and down. 
The tube is surrounded by the cryostat with liquid hydrogen and the whole 
is placed between the poles of the magnet (polar distance 10,5 mm). 

With a cathetometer we can easily determine the place of the crystal 
in the field. By screwing the latter up or down it can be placed at the 


; d . 
maximum of ee re This maximum was determined by calibration with a 
small coil and a ballistic galvanometer, Because of the pointed form of the 


pole-shoes and their small distance the region, where me is constant, is 


') These Proceedings, XXXIII, 1932, 1106. 
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very small. By the large diameter of the calibration coil (4 mm) the 
accuracy of the determination of is therefore not great. If the diameter 
aC 


were made smaller, the surface of the windings would become too small. 

The crystal had disk form; the height was 1.3 mm and the diameter 
5mm. It was made from ten times recrystallized chemically purified 
bismuth. The principal axis was parallel with the cylinder axis and per- 
pendicular to the lines of force. 

The crystal was suspended by a gold wire 0.1 mm thick fixed to a piece 
of ivory which was glued to a long quartz tube. The whole was suspended 
to the balance, by means of which we measured the force exerted by the 
magnetic field. 

After the experiments the crystal was taken away and at the different 
temperatures the correction for the empty quartz carrier was measured, 
This correction proved to change hardly with the temperature. 

Originally the measurements were made with a glass carrier. By the 
cooling down however this became paramagnetic and its susceptibility was 
strongly dependent on the temperature. For this reason the measurements 
were repeated with a carrier of clear quartz. 

The results are in good agreement. 


§ 3. Results. 

At room temperature the magnetisation is found to increase linearly 
with the intensity of the field, as might be expected. For a direction 
perpendicular to the principal axis we find y = 1.40.10—6. By the 


inaccuracy in the value of a probably this value is lower than that found 
be 


previously viz. 1.48.10—6. 

Rotation of the magnetic field round the direction of the principal axis 
has no influence on this value. 

At the hydrogen temperatures 20°.4 K and 14°.2 K the results are again 
different. When the field was perpendicular to a binary axis we found a 
decrease of the diamagnetic magnetisation at 12.5 KG. For higher fields 
the magnetisation changes nearly linearly. Between 21 and 28 KG however 
the magnetisation changes a little bit more slowly. 

In case the field is parallel with a binary axis we find as the first time 
a curve in the magnetisation at 14.5 KG. For higher fields it increases 
linearly. 


Summarizing: we find, that in the direction of the three binary axes the 
susceptibilities are equal. For an intermediate direction however we find 
another value. According to the theory of THOMSON for para-~ and 
diamagnetic crystals!) the values of the susceptibility for all directions 


1) W. THOMSON. Phil. Mag. (4) I, 177, 1851. Li 
Proceedings Royal Acad. Amsterdam. Vol. XXXV. 1932. 
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perpendicular to the principal axis should be the same. One of the 
fundamental assumptions of this theory is, that the magnetisation is a 
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TABLE I. 
T= 204K T =: 14.2 K A 
HX 10G =o 107 — o X 103 
H /; Bin Axis H1 Bin Axis | H// Bin Axis | H1 Bin Axis 
8.6 15.0 16.1 14.4 16.8 
10.65 22.9 22.0 24.5 23.2 
ih 25.9 22.6 26.9 21.6 
14.6 25.5 22.5 24.9 21.6 
16.2 24.8 25.0 23.4 24.8 
18.75 26.8 S107 26.0 31.9 
20.9 30.8 34.5 30.5 35.3 
22.6 34.3 37.5 34.7 37.7 
24.05 37.5 38.9 IP 39.2 
25.3 41.7 41.1 42.0 41.1 
26.4 44.8 43.7 45.4 43.4 
28.6 50.3 47.5 51.0 47.1 
30.25 54.6 ~~ 50.9 55.3 50.8 
31.65 57.9 54.3 58.4 54.2 
34.25 63.7 60.6 65.0 60.4 
35.75 69.1 64.5 69.9 64.9 


linear function of the field. This is here no longer the case, so that the 
general theory does not hold here. The problem is analoguous to that of 
the ferromagnetic crystals. As a rule the magnetisation will not coincide 
with the direction of the field. What we measured was the component of 
the magnetisation in the direction of the lines of force. It is therefore very 
well possible that only in one direction a deviation from linearity occurs, 
though in both directions measured an effect is observed. 

Interesting is that the ratio of the values of the field intensities for which 
the decrease of the susceptibilities has been found in the two cases 
(H |/ bin. axis and H 1 bin. axis) is about equal to cos 30°. It may 
therefore be that it are only the directions perpendicular to the binary axes 


that show an irregularity. 
In case the field is parallel with the principal axis no irregularity has 


been found. 
In order to investigate this the crystal was replaced by another one in 


BUs 
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which the principal axis was lying in the plane surface. The magnet was 
turned thus that the lines of force were parallel with this principal axis. 
Our former measurements with the smaller magnet gave for the suscep- 
tibility at room temperature y —= —1,04.10—%, which was in good 
agreement with the value found by FockE 7——1.046.10~61), and less 
than that found by Mac LENNAN y4== 1.162). 

With the large magnet we found now y==—1.01.10—6. By the inaccuracy 


in = mentioned above this value is probably too low. 
bs 


Also at the temperatures 20°.4 and 14°.2 the magnetisation of pure 
bismuth single-crystal in the direction of the principal axis shows a normal 
behaviour viz. it increases linearly with the field. | 

For the values of the susceptibility we find both at 20°.4 and at 14°.0 
y—=—1.17.10—6. By the same reason as above this too is probably some- 
what too small. Evidently also in this direction the diamagnetic suscep- 
tibility increases still considerably when the temperature is lowered. 


Finally we wish to express our thanks to Mr. J. W. BLom for the 
preparation of the pure bismuth-crystals and Mr. O. GUINEAU for his help 
during the measurements. 


1) A. Focke, Phys. Rev. 36, 319. 
2) J. C. Mac LENNAN and E, COHEN. Trans. Roy. Soc. Canada 23, 159. 


Mathematics. — Uber projektive Differentialinvarianten VI. 
Von R. WEITZENBOCK. 


(Communicated at the meeting of April 30, 1932.) 


Wir skizzieren in dieser Mitteilung kurz das algebraische Fundament 
fiir die Theorie der projektiven Differentialinvarianten einer X,, im 
projektiven R, mit 1<m<n-l, d.h. einer topologischen m-dimensionalen 
Mannigfaltigkeit im n-dimensionalen projektiven Raume. 

Die X,, ist gegeben durch ihre Parametergleichungen 


Yen a Chater (2) (= 2 ane ne 
Wir sprechen wieder von der ,,Reihe” y; analog soll die Reihe Ya die 


; 0 1 0 2 0 ntl 
n-+1 Funktionen ae me : eee andeuten und ebenso bei hédheren 


Ableitungen yas,.... Die Parameter ti werden topologisch transformiert 


(Gruppe P, Multiplikator A = Bie 


~=,|); die y‘ werden linear-homogen (all- 


fi 


gemeine projektive Gruppe G) und ausserdem wie y' =A y' (Gruppe H) 
transformiert, wo 4 eine willkiirliche Funktion der & ist. 
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Das Hauptproblem ist dann die Ermittlung eines wesentlichen Reduk- 
tionssystems, d.h. einer Reihe von projektiven Tensoren des Parameter~- 
raumes mit der Eigenschaft, dass alle weiteren projektiven Differential- 
invarianten der X,, Differentialinvarianten. dieser ‘Tensoren sind. 
(,, Methode der simultanen Differentialformen’’). 

Die genannten Tensoren werden hier erhalten aus projektiven Tensor- 
dichten T und zu diesen fiihrt der folgende Weg’). 

Durch die beiden Zahlen m und n werden zwei weitere natiirliche 
Zahlen k und j bestimmt, die fiir die Konstruktion dieser Tensordichten 
T grundlegend sind. Setzen wir namlich 


m(m-+1) __ m(m-+ 1)( 
1 


sl) en 15 


m 
Kp Roe) eG 


i) Shits = — 4 es = 
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dann wird wegen m<n—1 durch die Ungleichungen 
Seale ty q Nta <4. => my, =< nt1<ol+m-+...t+ me + meg = Seti (2) 
eine Zahl k =2 festgelegt und fiir 


faiee | ears eqeeeeeses Ge) te tetera (3) 
gilt dann 0<j Sm, 
Diese Zahlen k und j stellen sich ein, wenn man den (n + 1)-reihigen 
Klammerfaktor ausfiillt mit den Reihen y, yx, y.g.... Es entsteht dann 
der Klammerfaktor 


ee AY oY Uiis pnw Yar cae Grote . (4) 
Beispiele 7) : 


1). m=2,n=4: P= (yy 92 You 6,8) also 2, fi 2 


2) ie 2 A7r Ds F= (yyy yo Yi Y12 Y22)s also k=2,j=3. 
3). m=2,n=6: F= (yy: y2 yrs 912 Y22 Yin), also k=3,j=1. 


Die Determinante F liefert bereits eine der oben genannten Tensor- 
dichten. Wahlen wir ndmlich der Reihenanzahl j entsprechend j ver- 


1) Ich nenne ein System von Funktionen wie z. B. ay, eine projektive Tensordichte 
vom /\-Gewichte q und von a-Gewichte p, wenn bei den Transformationen von G, P 
bzw. H die Gleichungen gelten; 


aa. == Cw Qual) (= COnSt Ac) ea geee (G) 
of Of 

a; pole Sern Ge Boge = a . (P) 
: oti of 

At Mone Oil ss 4 . ° $ ° ° ° ° . ° . (H) 


2) Betreffs Einzeluntersuchungen vg]. Nr. 12 des Enzykl. Artikels III D 11 von 
L. BERWALD. 
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schiedene Arten von Differentialen dt,...,0t, so entspricht (4) die 
Differentialform 
PF iuye 5 Yo oc Veg sc, 0 Yet) Ol eo Olgas Chem, 
Sie hat das 4-Gewicht 
1+m,+m,+...mi1+-j—nt+l 
und das A-Gewicht 


(m + 1) (m+ 2) (m+ 1) (m+ 2)... (m+ k~2) 


carmel Ege age ey, ACK) 
Sie kann auch dargestellt werden durch 
Be (yy peeaUnce OC Yee Of) ee nO) 
und ihre Koeffizienten Fu,,..«,...., eyes, sindiin den Indices aj). -1¢r eee 
in den ¢,,...e symmetrisch, in diesen Indexgruppen hingegen alternie- 


rend, d.h. die Vertauschung zweier dieser Gruppen kehrt das Zeichen um. 

Diese m-are Tensordichte F kann als Ausgangspunkt fiir den weiteren 
Aufbau von Differentialinvarianten dienen. Es ist leicht zu sehen, dass 
aus F nur dann eine Differentialform k-ter Ordnung mit nur einer Gattung 
von Differentialen wird, wenn entweder j =1 oder j—=m, — 1 ist. Einen 
Grenzfall bildet j= m,, wenn also s,=n-+ 1 ist. Dann hat man keine 
Differentialform, sondern eine relative Invariante F. 

Zur Verdeutlichung ein einfaches Beispiel. Sei m—=2, n=4; dann 
haben wir 


Fe (gy? Gites) CCG C0 la rr) 


Dies ist eine bindre Differentialform mit zwei Reihen Differenzialen : 
quadratisch in jeder Reihe und alternierend bzgl. der Reihenpaare. Sie 
kann in eine GORDAN-CAPELLI'sche Reihe nach Potenzen von 


dt' dt? 


(dt 6t) = | 66 62 


entwickelt werden: 
F= F, + (dt 6t). F, + (dt 60)? . F,. 


Wegen des Alternierens der Reihenpaare sind hier Fy und F, identisch Null 
und F; ist die Polare der quadratischen Differentialform von KOMMERELL 1) 


Fy = (yy Yo Yar Ya) (at!)? + 2 (yys yo yi Yo2) dt! dé? + (yyy yo y12 yo) (dt?) 


=(y y; y2 dy; dy.) (8) 


Im allgemeinen Falle ist die Form F von (6) die letzte einer Reihe 


NIK KOMMERELL, Dissertation Tiibingen (1897) und Mathem. Ann. 60 (1905); 
G. FuBINI-E. CECH, Geometria proiettiva differenziale II, p. 629 ff, Bologna (1927); 
A. KAWAGUCHI, Japanese Journ. of Mathem. IV (1927), p. 275-305. 
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von Differential-Kovarianten, die mit n—1, n—2,...,2, 1 und 0 


Hilfspunkten &,, &,... des R, zu bilden sind '): 


= (ops Sat Y) 
T2 aa (z , eee ey) y dy)= (, &, eps C2 y yi) dt 
T,—€, £2.-. é,-3y dy dy) =(, & .-.6,-3y yi ys) dt ott 


Ditm, =(6j--.€n-1—m Y Yi -<- Ym) 
Wie eee 2 ne Yn GY) — . (9) 
See ee eo ray Ue Un Yin) ab.de 
iy Eee Speen Y Upon y O-y) — 
(eee eee Ges) al Ol” OL or” 
fs =F von (5) oder (6). 

Auch diese Differentialtormen kénnen als Ausgangspunkt fiir die Kon- 
struktion der Diff. Inv. genommen werden, wobei wir die in der 3. 
Mitteilung 2) behandelten Invarianten [K,, Kz, K3] zur Erhohung der 
Differentiationsordnung benutzen. Hierzu wird man in erster Linie T, und 


T1 +m, verwenden, mit zweierlei Reihen von Veranderlichen geschrieben. 
So fiihrt z.B., wenn wir 


i = Cheats y) 
IP jee (é; ALT SE) a ; . 5 . (10) 
en (en ey iene 9.) \ 


setzen, der Klammerausdruck [U, Ti4m, T; +m] auf Umal der Kovariante 


Jere Ihe cated En fi en Re 


ltm Le Tmt: moe ee (11) 


Setzen wir hier (10) ein, so gestattet K nach Ausfiihrung der Differen- 
tiation eine Umformung auf Kovarianten, bei denen eine der Reihen 
» mit den Reihen & zusammengefasst werden kann. 


1) Die hier mit Ty 45,41 bezeichnete Kovariante fasst die quadratischen Differential- 
formen zusammen, deren lineare Schaar von Fubini benutzt wurde: Rendiconti Lincei 29 
(1920), p. 9-13. 

2) Diese Proceed. 28 (1925), p. 215. 


Mathematics. — Uber projektive Differentialinvarianten VII. 
Von R. WEITZENBOCK. 


(Communicated at the meeting of April 30, 1932.) 


Ich habe in der 4. und 5. dieser Mitteilungen’) das Problem der 
Ermittlung aller projektiven Diff.. Inv. J. einer (n—1)-dimensionalen 
Mannigfaltigkeit X,: in einem n-dimensionalen projektiven Raume 
R, behandelt und die sich hier einstellenden Tensoren des wesentlichen 
Reduktionssystems ermittelt. Es sind dies bei n= 3 zwei quadratische und 
eine kubische bindre Differentialform; bei n >3 nur eine quadratische 
und eine kubische (n—1)-dre Differentialform ”). 

Das genannte Problem bildet einen speziellen Fall des allgemeineren: 
Ermittlung der projektiven Diff. Inv. einer X,, im R,, dessen algebraische 
Grundlagen ich in der 6. Mitteilung skizziert habe *). Der Fall m=1 
(Kurven im R,) und der oben genannte Fal m = n—1 (Hyperflachen im R,) 
sind ausfiihrlich behandelt. 

Bisher unbeachtet blieb der Fall m—=n, wo also ein n-dimensionaler 
topologischer X, auf einen projektiven R, abgebildet erscheint, dh. 
X, ist gegeben durch die n-++ 1 Parametergleichungen 


yessyi (OCA oe, Cy (os ee ne |e 


hier bedeuten die linksstehenden y' homogene Punktkoordinaten des R,, 
die rechtsstehenden y' sind Funktionszeichen fiir geniigend-oft stetig- 
differentierbare Funktionen der n komplexen Parameter ¢', f?,..., £". 

Wir wollen. zeigen, dass dieser Fall mn in ungezwungener und 
ganz natiirlicher Weise das Band aufdeckt, das die iibliche projektive 
Differentialgeometrie (HALPHEN, WILCZYNSKI, FUBINI, CECH) und die in 
den letzten Jahren entwickelte Theorie des ,,projektiven Zusammenhanges”’ 
(WEYL, EISENHART, VEBLEN, THOMAS, CARTAN, SCHOUTEN  u.a.) 4) 
verbindet. 

Unser Problem kann wie folgt formuliert werden. Neben den n+ 1 
Gleichungen (1) sind drei Gruppen gegeben. 


1) Diese Proc. 28 (1925). 

*) Fir n=3 vgl. E. J, WILCZYNSKI, Trans. Amer. Mathem. Soc. 8 (1907), p. 233; 
ebenda, 9 (1908), p. 79 und 10 (1909), p. 176; fiir n == 3; G. FuBinl, Rendic. di Palermo 43 
(1918), p. 1 und G. Fupini-E. CecH, Geometria proiettiva differenziale I, Il, Bologna 
(1927), Vgl. auch das Enzyklopadie-Referat II] D 11 von L. BERWALD, Nr. 10 bis 12. 

3) Diese Proc. 35 (1932). 

4) Vgl. L. P. EISENHART, Non-Riemannian Geometry, New York, Amer. Mathem Soc. 
(1927); weitere Literatur bei E. BORTOLOTTI, Bolletino dell’ Unione Mat. Italiana 10 
(1930), p. 1-23 und Rendic. di Palermo 56 (1931), p. 1-57. 


i Bb ile i 
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1. Die Gruppe P aller topologischen Abbildungen ° 
tl (ae | 

des n-dimensionalen Parameterraumes. 

2. Die allgemeine lineare Gruppe G der n+ 1 homogenen Verdander- 
lichen y': 

y=giy't+giy2t...tgt, ape ele, nt) 

mit konstanten gi und | gi | #0. 

3. Die Gruppe H der Transformationen 

yi=A(th 2,...,0).y° (@=1,2,...,.n +1) 

wo A eine geniigend oft stetig-differenzierbare Funktion der n Parameter 


(ist. 
Gesucht sind dan alle projektiven Differential-invarianten J der X,, dh. 


i 24 
diejenigen Funktionen der y’, ee ae 7 die bei den Gruppen P,G 


prone 
und H die Invarianteneigenschaft besitzen. Wir werden zeigen, dass es 
fiir n==2 ausser der mit D bezeichneten Invariante keine weiteren gibt. 
Bei n=1 hingegen stellt sich noch eine Invariante dritter Ordnung ein, 
die, mit inhomogenen Koordinaten geschrieben, mit der SCHWARZ schen 
Differentialinvariante identisch ist. 


§ 1. 


Am einfachsten ist die Gruppe G zu erledigen. J ist eine projektive 


Invariante der ,,Punkte”’ = ay) — Buon und daher eine 
” Y, Yu ore” Yup fOr? Le Sone 
Funktion der (n + 1)-reihigen Determinanten (Klammerfaktoren) der Gestalt 
(yya Ys Yas.+- yw). Die einfachsten dieser Determinanten sind: 
DEAT Ur gir aia Vere taedh ees AT) 
sipieend (ipa ip othe UERTONP Ge Clee ae are (2) 
ay! Oy! aye 
Onn Ot. es of! 
dy! oy" oy 
C2eOC Ra. = ot? 
gh, =(—1 3} (y1-- + + on Yin) = fe ees ene esc ee a.” ae Weare (3) 
Gor Yue. des Tae. 


02 y! 02 y? 02 gue 
of of ot otk’ °°” Ott ott 


(die Reihe y bildet die h—te Zeile!) 
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D ist bereits eine projektive Tensordichte vom /\-Gewichte 1 und vom 
; ot! 
1-Gewichte n +1; wir haben namlich bei P mit A=\|— 


—| 0 wegen 
otk 


of - ig 
i 


. 5 r 
ful == oe ik i i (4) 
oti 
DEAD! 2°45 ae 
und bei H wegen 


yoy , yay thy ' yie = Aye + A: yk + dk yi + de y 


OA et St! . . (6) 
1 Conall ant ae OO 
D=2*1,D. 


Man zeigt weiters, — vgl. den § 1 der 4. Mitteilung — dass mit Hilfe 
der Gleichungen 


Cp Son tA) SE tic oc CA 
—(G, 492. - Yn) Up a Yo Y Ye nt) 


0 (yi, + +» Yi, Yor) 


—(yi,41 Yin 1 Y>) SS H5 .— (yi, ++i, yy) A (8) 
Ot 


(yi, +++ Yi, Yo) = 
(v und i, bedeuten Ziffernkomplexe) 


alle Klammerfaktoren (yi, yi... Yi,,,) rational durch D, a, und gy}, und 
deren Ableitungen auszudriicken sind, wobei im Nenner nur Potenzen 
von D auftreten. Hierbei ist D 40 vorausgesetzt; D0 wiirde einen 
nur (n-1)-dimensionalen Parameterraum bedeuten. 

Wir fiihren jetzt statt a, und m* die Funktionen ein 


1 1 
D“* Vik = P Vik oe a ee) 


ax ist dann bereits ein Tensor des Parameterraumes X, : 


Ss 


Et RS ee ee 


Aik — ars 


mi] sy 


hingegen noch kein projektiver Tensor; denn bei der Gruppe H findet man 


A 


a = ae ti ph ; ai en's [ 29. | ooh tLe 
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Die Funktionen y" sind keine Tensorkomponenten; wir haben: 


“i, the Aaa Ov h 
L=y" = A Fa Poe Resa ecrha. 4 OF 
pe ke a 
Sh aes Ai gn 1 Ae gp 
y= yt We ae oss 4 ee 6 (13) 
Aus (7) folgt noch 
Teele dig Dr dlg D 
ai 2a = ee eo ee LS) 


Schliesslich fithren wir im Verbande mit (8) noch an, dass die aus (8) 
folgende Reduktion direkt aus einer Identitat abgelesen werden kann, 
die sich durch Umformung von D. yx =(yy, y, .-- Yn). yix ergibt: 


He (lag oy — (Lye phy.) - . . - = (15) 
cD 


Durch die Aufzdhlung von D, ax und wp}, ist die allgemeine projek- 
tive Gruppe G erledigt, was die Aufstellung eines wesentlichen Reduk- 


tionssystems fiir alle Invarianten J betrifft. 
Beim zweiten Schritte wollen wir die Gruppe H ausschalten. Hierzu 


haben wir aus den Gleichungen (14), (13) und (11) die Funktionen “und 


“ zu eliminieren. Bei (13) und (14) ergibt dies ri = 7% mit 
1 , lg D dlg D 
net, e 
Dip, = n + 1 (+ k of aa oF ork ) 3 . ; ° (16) 


Diese Funktionen sind bei H absolut-invariant. Aus (12) lesen wir ab, 
dass sich bei der Gruppe P die w*, so transformieren wie die Kompo- 
nenten eines affinen Zusammenhanges und (16) zeigt, dass die a als 
Koeffizienten eines projektiven Zusammenhanges !) (spezieller Art) aufge- 
fasst werden k6nnen. 


Wegen 


folgt aus (16) =, ee 
Die Pintionen a bilden keinen Tensor, bei der Gruppe P ergibt 


sich namlich: 


le aS ee ml ae a) a7 
7h or gra ce a 
wobei /A\ = . ist. 


1) Nach L. P. EISENHART, Non-Riemannian Geometry, p. 98. 
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i 


A A; Peon 
Weiters haben wir aus (11) und (14) die ay und ae zu eliminieren, 
wobei zuerst (14) nochmals nach ¢ zu differenzieren ist. Driickt man 
dann noch die y*, von (11) vermége (16) durch die , aus, so ergibt 
Sic hu Uiee = bin mit 


_ yt, gD, (C1 04g D (=I) lg D dig Dg 
biz = aizk — paarelga A Areal ike Aye F k mal ) 


Diese b, sind bei H absolut-invariant; sie bilden jedoch keinen Tensor. 


Wir finden namlich: 
4 \n+i1 
e= (e.—! eg ae s +| 


livia ice Fame et ae (19) 
LEW Peg A digAdm I sig A te A) 
ae | ik je ope Taam k 
ee, 


Mit der Aufzahlung von D, z*, und b, ist auch die Gruppe H erledigt. 


ik 
Der letzte Schritt zur Ermittlung eines wesentlichen Reduktionssystems 
erfordert die Ausschaltung der Gruppe P, d.h. die Elimination der 
Oe O3r" 
Ableitungen Je Oe und ik] 2S den Gleichungen (17) und (19) (= Trans- 


formationsgleichungen fiir die 7} resp. b,,), wozu noch die aus D=7eD 


durch Ableiten entstehenden Gleichungen kommen: 


dlgD_dlgDr ) dlg A 


i eer i 
only Das lgD r s_, dlgD Oy 4 C2 Ig:AA 
= == a a 


ik Ss Gk Pee ae ik 


2 
c 
Die Elimination der zweiten Ableitungen == aus (17) allein ist nicht 


ik 


médglich; es sind dies $n?(n +1) lineare Gleichungen in ebensovielen 
2 


dr 
Unbekannten Tk Auch die Berechnung dieser letzteren ist nicht méglich, 


da wegen 2,= 2: =0 diese Gleichungen (17) nicht linear-unabhangig 

sind. Nimmt man (20); zu Hilfe, so gelangt man auf (12) zuriick. Man 
93 

muss also mit der Elimination der dritten Ableitungen = beginnen. 
ty 

Dies tut man am besten bei (17) indem man nach f differenziert und 

dann k mit 7 vertauscht. 
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Man erhalt so den Weyl'schen projektiven Kriimmungstensor '). 
1 
Wie = Tie + — (6) He — Oty) (n>1) . . « (21) 
Hierbei ist 


h h 
radoa Oi 07: ; 


TT ¢= Sy — 5 tte My — Ti, Tor 
- (22) 
c TU; 5 
;; == tik, SA) ee a ae 


und z*. ist durch (16) gegeben. 


Fiir die J;; von (22), erhalten wir bei P die Transformationsgleichungen 


ct ==, lak rs ,n—1( 1 dlgAdlgA 0? TN 
IT; aa Le i Z Sle = = ( g 3 ch — “g 
A h i Pal nse Fe k ik eS 


Wenn man dies mit (19) kombiniert, so ergibt sich 


lofjy me aa Tp. a ie ce Ky oo a (24) 

Hiermit sind die b,x ausgeschaltet und alles ist auf die x, und deren 
Transformationsgleichungen zuriickgebracht. Man rechnet nun leicht nach, 
dass erstens der Weyl’sche Tensor Win identisch verschwindet, dass also 
fiir n >2 die X, projektiv-eben ist, was ja von Haus aus zu erwarten 
war. Setzen wir namlich: 


ese tl, eet) Of (Cyt ip aes, £2) eee 2) 
BES i xofs 
dann ist mit f. = i 
D =(-1)*1(¢ f —f)=C1pP" 9 
Aik Seyi , Gras tifa 
‘ t* Fa Ong VAS) 
Uh = g 


1 
ite a1 of mod dnt gx 6 ah |. 


Mit diesen Ausdriicken findet man Wi, =0, 
noch durch die Normierung D=const, bedeutend vereinfachen kann. 
“Mit Hilfe von (26) ergibt sich fiir die IJ; von (22)): 


san(n—lorg:, nal fig. n—loy 1) fz, 27 
i (pig ntl og? onkl g Wag ae” 


1) H. WEYL, Géttinger Nachr. (28, 1, 1921); vgl. auch EISENHART, l.c.p. 99. 
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Berechnet man hiermit die ,,projective covariant’ von THOMAS ') 


O1T;; — dLx h h 
a) a oti + Tj 7 TT hr — ik yy. . . . . (28) 
so findet man, dass auch diese verschwindet. Hieraus folgt zweitens, dass 
auch fiir n—2 (wo der Weyl'sche Tensor stets Null ist) unsere 
projektiv-eben ist und iiberdies?) dass keine weiteren Differential invari- 


anten existieren. 
In dem bisher ausgeschlossenen Falle n=1 haben wir 


IT; jt 


yo =yi(f) mit i=1,2 und D=(yy,)=(yy)=Do, - (29) 


wobei das Differentieren nach ¢ jetzt durch Striche angedeutet wird. 
Statt a, und gy, haben wir die Determinanten 


Dy.=(y'y’) -+ Dor = (yy") 


und statt ax, bzw. wy", kommen 


_Dn _ Doo 
Sy Dak ag DE 
mit (vgl. (11) und (13)) 
i / yn BENZ r yl 
a=aty,—7+2(7) ,  p=ypt2s. 


Hier fiihrt die Elimination von 4,2’ und 2” zur einzigen Invariante 
pf De Dy _ , (Da? 
j= (Ba +222 a(Be. 69 


Gehen wir bei (29) zu inhomogenen Koordinaten iiber und setzen 
2 


= = u oder 
yeaah : Hpk Ca Sten: 
so entsteht aus (30): 
wy” ah 2 
= eee pats 
[= u! wy () * * . * . . . . (31) 


di. der sogen. ,SCHWARZ’sche Differentialausdruck’. Bekanntlich gibt 
Je=0.: 

ES he OF 

eS ot 


d. h. X, ist eine Gerade. 


') O. VEBLEN u. J. M. THOMAS, Annals of Math. 27 (19 
26), p. 279- 
2) J. M. THOMAS, l.c. p. 293. ), p. 279-296, 


Mathematics. — Die Zerlegung von G2m—2-Komplexen im Grm. Won 
R. WEITZENBOCK und G. H. A. GROSHEIDE F.W2zn. 


(Communicated at the meeting of April 30, 1932.) 


Im G, (linearer, projectiver, (n—1)-dim. Raum) ist eine Gerade mit 
den Linienkoordinaten a, durch K,= ¥ a %%—=4+(an’)?=0 dargestellt, 
wobei die 2% die homogenen Raumkoord. eines veranderlichen Gn 
sind. Man sagt auch: K=O ist ein spezieller linearer G,2~Komplex 
des G,. Sind die ax —=-—a,; nicht Linienkoordinaten, sondern $n (n—1) 
unabhangige Koeff., so gibt K=(az’)?=0 einen allgemeinen G,_2- 
Komplex des G,, 


— 


Es ist bekannt '), dass sich K als Summe von »=(3 speziellen 


Komplexen in der Gestalt. 
K=c, K, +c, Ke + es Ue st Gy Ka 


darstellen lasst, wo an, bux, ...., Qk» Geraden sind. Wir geben im 
Nachstehenden diese Darstellung in expliziter Form. ’) 


Sais 


Man kann sich auf gerades n= 2m beschraénken. Wir gehen dann aus 
von einem allgemeinen G2,-2-Komplex. 


[C22 CGA Oe, a ere eres 0) 


setzen also voraus, dass seine (einzige) projektive Inv. (aj.raa.) 0 
sei. Einem Punkte y ist durch K der Nullraum N, = (xyai..;aa—1)=0 
zugeordnet, einem zweiten Punkte z ebenso N, —0. Der Verbindungs- 
linie pi, von y und z kann dann das Schnittgebiet P2m—2n von N, und 
N. zugeordnet werden. Seine Gleichung lautet 


(xpaj .. Par 4) (par... A) 0 eee ie Bene) 
Dies verallgemeineren wir: sind (p;2’)? =0 (i=1, 2,..., n) die Gleichungen 


1) Pir n=4 bei H. GRASSMANN (1844) und mechanisch interpretiert (Krafte statt 
Geraden) schon lange vorher. Fiir n==5 bei D. DE FRANCESCO, Gion. di Mat. 34 (1896), 
p. 182; fiir das Gebiet G, bei: E. LASKER, Proc. London Math. Soc. 28 (1896-1897), 
p. 217, 500 und W. H. YOUNG, ebenda 29, p. 478 und 30 (1898-1899) p. 33. Bzgl. der 
Transformation einer alternierenden Bilinearform in die obiger Zerlegung von K entsprechende 
Normalform vgl. z. B. P. MUTH, Elementarteiler, Leipzig (1899) p. 151. 

2) Sie ist zum Theil in Grassmann’scher Darstellungsweise ausgefiihrt bei H. ROTHE, 
Wiener Ber. 121 (1912) p. 1015-1050. 
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von n Geraden, die zusammen das Gebiet (P,2’)’* = 0 bestimmen, dann 
kann man diesem Gebiete G2, das Schnittgebiet P2,—2, der den n 
Geraden p; nach (2) zugeordneten n Gebieten P2rm—2 entsprechen lassen: 
wir nennen dieses Gebiet P2,+2, den ,,.Nullraum” des’ Go, Seine 
Gleichung ist durch das Produkt von n Ausdriicken (2) oder abgekiirzt 
durch 

[(zP, ats. anci)| = 0.) a ns) 


dargestellt. 
§ 2: 


Ein linearer G2mn—2-Komplex K=(ax')?=0 besitzt eine Reihe von 
projektiven Komitanten 


K, = (aj Tents Vi K 


Ke (aj as w ey) 


, 


je eae) 


2 2 
K,=(e1...4n) = Invariante von K, 


durch deren identisches Verschwinden die projektiven Ausartungen zu 
karakterisieren sind. 
Es gilt dann der fiir das Folgende grundlegende Satz: 


Ist Kn—n+1=0 {x} aber Kn—n=|=0 {x}, dann kann K in der Gestalt 
Ki2=)i (pw)? (8 2 oe oe te 


dargestellt werden, wo p eine Gerade ist und (fx’)?=0 einen Komplex 
darstellt, ftir den die Komitante K,-n identisch verschwindet. 

Beweis: 1) Aus K,,-14+1==0 oder (a?...a2_ , ,2?"-2) = 0 folgt, dass 
jede Komitante mit dem Klammerfaktor f = (a?... a? oe 


m—n te +1 


identisch verschwindet. Dies ergibt sich leicht durch Umformung von 
fe (Gh +4 a), 
2) (a2, 4.02 207") =i 2" 1") =. 00 stellt ein) Gebieti Gz a dara. 


zeigt man direkt indem man das Bestehen der quadratischen p-Relationen 
fiir die g?™-*" nachweist. 


3) Setzt man (5) an und verlangt, dass (f?... 6?__ 1") = 0 {x} sei, so 
gibt die spezielle Annahme 2**=y 97"—', wo y einen beliebigen Punkt 
der Geraden p bedeutet, wegen (a?...a?_ | p?y 0!) =0 {0} die 
Bedingungen (a}...a2_, yo!) = 0. Dies besagt, dass y und also die 
ganze Gerade p im Gebiete G2n2, mit der Gleichung; 


(ai are omen 0) 0 


Wen 
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liegen miissen. Wir kénnen dann die Gerade p als Schnittgebiet dieses 
Gom—2n mit einem willkiirlichen G2,+2 (07?) darstellen: 


(p 2’)? = (0 2’)? (07" a}... Gun) = 0. 
Mit diesem p erhalt man: 
Be (eee. Be, -w72") = (ai... ann 2") — 

—(m—n)2. (ai See OF A ie lai Oped), 
woraus sich durch Umformung des letzten Termes ergibt: 


(m—n) 


ee (Gana tee 2m —2n—1 o 
(2n + 1) (n + 1) 


jst (aj ee Gea) 3 pe 2n+2) 


Dies muss = 0 $z} sein; also ist 
Z 
ee oan) Aiea) ae oars (6) 
(m—n) (a; Sih | Ganz) 


womit obiger Satz in allen Teilen bewiesen ist. 


a 


Jetzt gehen wir zuriick zu unserem Komplex (1), wahlen eine Gerade 
miter a. p,) 7 0. Wir haben dann nach (5): 


Ki (an'\t =A, (py) (a,x’)? 


wobei fiir den Komplex a, die Invariante (Fk fi) verschwindet. Nach 
obigem Satze zerlegen wir dann den Komplex a, in 


(a,x’)? = a, (p27’)? + (a,7’)? 


und fiir den Komplex a, verschwindet bei passender Wahl von A, die 


Komitante (a3... 2”) identisch. Dies fortgesetzt gibt allgemein: 


(ager 2 (pie (coc) eras hee Te Be (7) 
und schliesslich : 
(Gn 270’)? = Am—1(Pm—17’)? + (Am—17')? 


wobei fiir den Komplex a,—1 die Komitante Coke poe a”) identisch 
Null wird, d-h.: am—i ist ein spezieller Komplex mit der Leitlinie pn. 


Wir erhalten also die gesuchte Zerlegung : 


K=4, (pix)? + A, (p27’)? +....t4e-1 (Dn) + (Pn “ie alto) 
31 
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Fir die Koeffizienten 2; errechnet man unschwer nach (6) die Werte: 


[i= rae 2a Meter) 


SF a2 2 2 2 
m—t (aan uep br) 


¢=01, Sn ee 


Ait. = 


Hierbei ist pi; eine willkiirliche Gerade des Raumes Grm—2i mit der 
Gleichung (x a>... f;)==0. Es lasst sich noch beweisen, dass dieser 
Raum Gyn» nichts anderes ist als der ,,Nullraum” des Gebietes Go; mit 
der Gleichung (Vgl. Schluss des § 1) (P; 2’) =0, welches durch die i 
Geraden p;,p2,---,p:i bestimmt wird. 

Wir bemerken noch, dass man aus (8) direkt die 1; berechnen kann: 


wi walai pit Besa va) (10) 
t ~~ (p? p? p? 2 ’ p? ° . . . . . 
as eres Yay Otel Oe a) 
Dies stimmt mit (9) iiberein, denn die Geraden pis, pitz,.,-++DPm liegen 


alle in dem durch 


dargestellten G2n—2; und daher gilt : 
(11?! p? -p2)==G. (x02... B) ix}, C+ 0) ee) 


i ee i 
Macht man von (11) bei (10) Gebrauch, so folgt (9). 


Astronomy. — Mittlere Lichtkurven von langperiodischen Verander- 
lichen. VII. S Bootis. Von A. A. NIJLAND. 


(Communicated at the meeting of April 30, 1932.) 


Instrumente S und R. Die Beobachtungen wurden alle auf R redu- 
ziert; die Reduktion R—S betragt — 07.08. Spektrum M3—5 e (Harv. 
Ann. 79 S. 173). Gesamtzahl der hier zu besprechenden Beobachtungen 
736 (von 2416845 bis 2426765). 

Karte: HAGEN, Aflas Stell. var. Series III. 

Stern y ist HA 37 mit k bezeichnet, Stern / mit g. Zur Erzielung eines 
besseren Anschlusses an das System der HP wurden die Sterne 6 und 
ein paar Mal mit beobachtet. Die Sterne a, bund ckommen auch HA 95 
vor. Die Spektren sind der Reihe nach GO, KO und GO. Der Wert 
8™.15 (HA 95 8.16) fiir c muss sich auf die Helligkeit des Paares 
beziehen. Da ich die beiden Komponenten gleich hell schatze, habe ich 
fiir die Reduktion der Stufenskala c zu 8™.90 angenommen. Die Sterne 
g und h kommen auch bei MITCHELL vor (Mem. Am. Ac. 14, 286). 
Als Mittel mehrerer sehr gut iibereinstimmenden photometrischen Messun- 
gen (Harvard, Yerkes, Lick, Mc. Cormick) gibt er g = 12.22, h = 12™.73. 
Diese Werte fallen ganz aus der Skala heraus, und ich habe sie leider 
unberiicksichtigt lassen miissen, so wie auch die Helligkeit h = 12™.64 


A. A. NIJLAND: MittLere LicHTKURVEN VON LANGPERIODISCHEN 
VERANDERLICHEN. VII. S Bootis. 
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TABELLE I. Vergleichsterne. 


| BD | Hacen| St. | HA 29 
ee 5301714 pe 1) eae 
pee 5411679 Pov try se 
Pees 1666 pe |) 6 | 43-5. | 8.15 
it 5321709 Synch 
ee 5441677 7 1 2a Oey 
pee 541672 oh JO ee 
f = hegre pe 
, a Peele ote || 
a si {et 26 | 
s a aCe ae 
h a ‘ipod se ed 
j Sa 26 a 
k a 31 Deen |e eee 
1 ods = mp | = 


HA 37 | HA 74 
m m 
759404] 791 
8.40 | 8.26 
9.13 | 8.94 
9.70 | 9.70 
10.92 
— | (12.64) 
P36 


13.60 
13.82 


aus HA 74, welche iibrigens bei MITCHELL schon verwertet war. Die 
Sterne f, y und g wurden 5-mal an die Grenze von S, die Sterne k und 1 
16-mal an die Grenze von R angeschlossen. Die Stufenskala bezieht sich 
auf die Helligkeit 11™.0; der Stufenwert ist 0.109. 

Es liegen 59 Schatzungen der Farbe vor, welche zum gréssten Teil 
in deh Jahren 1905 bis 1911 angestellt wurden. Aus den Tabellen Ia 
und IIb geht hervor, dass sich die Farbe méglicherweise im Laufe der 
letzten 26 Jahre etwas vertieft hat; eine Abhangigkeit von der Helligkeit 
scheint nicht zu bestehen. Das allgemeine Mittel is 1°.75. 


TABELLEN Ila und IIb. Farbenschatzungen. 


Zeitraum n | Farbe | Grdésse n Farbe 
6921-7813 | 19 | 1.37 836 | 12 | 2.08 
30269409 | 18 | 1.86 R57 leit | 195 
99336534 | 22 | 202 g.72 | 12 | 1.67 

BO ies 1.75 3.93 | 12 | 1.50 
9.20- | 12-4162 
59 | 1.76 


oy 
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Die Figur 1 enthalt die Beobachtungen, alle auf R reduziert. Die Reihe 
der Abweichungen (Beobachtung minus Kurve) zeigt 278 Plus-, 236 
Minuszeichen, 222 Nullwerte, 238 Zeichenfolgen, 275 Zeichenwechsel. 
Das Mittel der absoluten Werte der Abweichungen ist 0™.103. 

Ein Einfluss des Mondscheines auf die Helligkeitsschatzung ist kaum 
bemerkbar. Es verteilen sich auf 212 bei Mondschein angestellte Beobach- 
tungen die Abweichungen wie folgt: 75 Plus-, 54 Minuszeichen, 83 
Nullwerte. 

Die Tabelle III enthalt die aus der Kurve abgelesenen Epochen der 
Minima m und der Maxima M. 

Die Spalte R wurde mit den einfachen Elementen : 


24217592 + 2734 E (fiir die Minima) 
und 24218884 + 2734 E (fiir die Maxima) 


gerechnet. 


Die iibrigbleibenden B—R sind gross und zeigen einen ausgepragt 
systematischen Charakter; es wurde fiir Maxima und Minima zusammen 
auf graphischem Wege ein Sinusglied abgeleitet, und die definitiven 
Elemente F lauten dann: 


Minimum: 24217594 E 
2734 E + 254 sin 10° (E — 2): 
Vecetens Pa ye + 25% sin 10° (E — 2) 


M—m 
yr = 0.473. 


Auf eine genauere Rechnung habe ich verzichtet. 

PRAGER’s Katalog fiir 1932 gibt den Periodenwert 2724.3, und das 
aus sdmtlichen von mir seit d. J. 1905 in den Astr. Nachr. mitgeteilten 
Epochen der Minima und Maxima abgeleitete allgemeine Mittel ist 2724.9. 
Da die Beriicksichtigung des Sinusgliedes die Quadratsummen fiir die 
Minima und die Maxima von 11940 und 10721 auf 1242 bezw. 1135 
herabdriickt, kan die Formel F fiir den hier besprochenen Zeitraum als 
gut verbiirgt gelten. Fiir die dlteren Epochen scheinen ganz andere 
Elemente zu gelten (s. G. und L. I, S. 382). Das daselbst abgeleitete 
Sinusglied mit einer Periode von 88 Perioden und einer Amplitude von 
474, das sdmtliche Maxima und Minima aus den Jahren 1863 bis 1913 
sehr befriedigend darstellt, vertragt sich aber offenbar wieder gar nicht 
mit meinen Epochen. Vielleicht wird man auch bei diesem Stern erst 
nach viel langerer Zeit das wahre Gesetz des Lichtwechsels erfinden 
kénnen. Die extremen Werte des Lichtwechsels sind : 


Minimum : v = 13".26 + 0".064 M (m. F.) 2) 
Maximum: v= 8 68+0 036) 
Die Amplitude betragt somit 4".58. Obgleich sowohl beim Minimum 


1) Bei T Cassiopeiae (Proc. 34, 219) und R Cygni (Proc. 34, 36) sind die m.F. der 
extremen Helligkeiten zehnmal zu gross angegeben. 
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TABELLE III. 


+t+tet+tetetet4+44+4+ 


iV) 


13.26 


Minima m 

B v R 
241 & F a 
TN, Ske 92, || ZAl aS 
7389 1353) e791 
7663 Ne5) || Halse 
7926 13 Om\e7 937, 
8197 12.6 | 8210 
8453 13.0 | 8483 
8735 13.9 | 8756 
9005 13.5 || 9029 
9284 13.3 | 9302 
9550 13.3 | 9575 
9833 13.0 | 9848 
242 

0106 12.9 | 0121 
0370 11.7 | 0394 
0644 12.6 | 0667 
0913 13.4 | 0940 
1196 1s e212 
1476 1325991486 
1747 IB. Ss |) Ue) 
2031 1335) || PEW 
2308 13.28 | Zs 
2581 IBRil | Aas 
2856 WARE) |) epi 
3139 ND | Sales 
seals) Both |) Sietey/ 
3683 13583670 
3954 153.6) || BS 
4230 Bos) || S7AIl(s) 
4516 13.8 | 4489 
4783 B25) || See 
5070 §S}5) || SXQEI5} 
5340 13.4 | 5308 
5605 IED) || Sexi 
5863 3,74 | Skeere 
6141 S35) |) ley 
6424 13.7 | 6400 
6683 13.5 | 6673 


} Maxima M 
B—R p-F| B v R |B—R| B—F 
241 m 

= = 6982 8.7 | 6974 |+ 8] — 1 
+ 6/+ 2 7251 8.5 | 7247 |+ 4 0 
= Bie # 7525 8.9 | 7520 |+ 5/; 4+ 5 
—- 1/4 3 7790 20: || 7788 |= Bi se 1 
—11\|— 2 8053 S55 |) SOX |— as} 4 
— 13 0 8322 8.3) 8339 | 17 | — 4 
230) — 14 8598 8.5 | 8612 |— 14] + 2 
a Bl a= 2 8864 9.0 | 8885 |— 21 = # 
— PK la 2 9142 8.9 | 9158 |— 16] + 6 
— 18|4 5 OA Sut) || SBSH = ay] SEs} 
= B 0 9689 9.2 | 9704 |— 15} + 10 
— 15 |+ 10 soley 8.8 | 9977 | 18 | + 7 
— 15 |4 10 0215 Buf | (2S) |= Be | 10 
== Xe i jl 0500 S.5 | W523 | 28 0 
es “5 0766 BoB | OAS |= 30) = & 
— 27 \|— 8 1055 8.6 | 1069 |— 14) + 5 
== I\é 0 1335 O50 13425 |=) Zaleet eo 
— 10/4 3 1613 8.9 | 1615 |— 2 | = 11 
= I | 3} 1883 B67 | NB |= Si] se a 
— 1-4 3 2157 8.7 | 2161 |j— 4 0 
+ 3/4 3 2437 8.9 | 2434 |+ 3] + 3 
+ 3\/— 1 2715 8-8 | 2707 |+ 8) + 4 
qe Sia 4 2980 8.5 | 2980 Oi == 
+ 15|+ 2 3257 8.5 | 3253 |+ 4] — 9 
+ 16 0 3531 8.6 | 3526 /|+ 5) — 11 
+ 13|— 6 3813 8.6 | 3799 |+ 14) — 5 
+ 11 |— 11 4090 8.9 | 4072 |+ 18| — 4 
149 4364 8.7 | 4345 |+ 19| — 4 
+ 27 |+ 2 4645 8.7 | 4618 |+ 27| + 2 
+ 21j/— 4 4921 8.5 | 4891 |+ 30] + 5 
+ 35 |+ 10 5188 8.5 | 5164 |+ 24) — 1 
+ 32 |+ 9 5459 8.5 | 5437 |+ 22] — 1 
+ 24/4 2 5/35} 8.5 | 5710 |+ 23 | + 1 
+ 9 |— 10 6002 8.4 | 5983 | 19 0 
+ 14|/— 2 6271 8.4 | 6256 |+ 15 1 
+ 24 4 11 6551 8.5 | 6529 |+ 22); + 9 
+ 10|4+ 1 = — — _ — 
+ 4 8.68 + 4 
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wie beim Maximum die Abweichungen vom Mittelwert einen starken 
Ulberschuss von Zeichenfolgen zeigen, habe ich keine deutliche Gesetz- 
massigkeit in dem Verlaufe der extremen Werte feststellen kénnen. Die 
Amplitude hat sich vielleicht in den letzten Jahren etwas (von 4” 5 bis 
5™ 0) vergrdssert. 

Es wurde wieder der mittlere Verlauf der Tren arve in der Nahe 
der beiden Hauptphasen durch Ablesung der Helligkeit fiir je 10° abge- 
leitet. Die beiden Teilkurven schliessen sich fast genau an einander an 
(s. die Figur 2), und geben zusammen den Verlauf der mittleren Kurve 
(Tabelle IV). 

TABELLE IV. Die mittlere Kurve. 


Phase v | Phase v Phase v Phase v 


—70 | 10.97 0 | 13°26 || +70 | 10°34 |] +140 | 8-75 
—60 | 11.46 || +10 | 13.20 |) + 80 | +9.88 1) 41509) 8.92 
—50 | 11.93 || +20 | 12.96 | + 90 | .9.46 |] +160 | ..9.19 
40. | 12.35 || 30 942.55 || 100 |) 9.de) || e170 ens. 53 
3307 |"12.73 if) ab400| 11-99 || “110 9 Fer87 Tee iso ne oroD 
~20 | 13.01 || +50 | 11.40 || +120 | 8.72 |] +190 | 10.37 


—10 1320 +60 10.84 +130 8.68 +200 10.85 


Mtthre Kurve. 
S Bootis 


/700 /800 7900 
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Die Kurve ist vollstandig glatt und den Lichtkurven von W Herculis 
und R Trianguli sehr ahnlich. Von den leichten Verzégerungen vor den 
Maxima 2418598, 9689 und 2426002 ist in der mittleren Kurve keine 
Spur mehr zu bemerken. Merkwiirdig ist das stark abweichende, durch 
viele Schatzungen aber gut verbiirgte Minimum 2420370 (S=11™.7). 


Die Streuung in der Nahe von 70! erreicht die Werte : 


m M Mittel 
im aufsteigenden Aste: 0.376 0.368 0.372 
im absteigenden Aste: 0.295 0.330 0312 


Wiiteel 0335 nen 0349 


Die Streuung ist wieder grésser beim Maximum, und grésser im auf- 
steigenden Aste. Das Verhaltnis der Streuungen 0".372 und 0".312 ist 
1.19, das Verhaltnis der Geschwindigkeiten des Lichtwechsels bei Auf- 
und Abstieg 1.12. 


Zusammenfassung. 


Aus 736 in den Jahren 1905 bis 1931 (2416845 bis 2426765) ange- 
stellten Beobachtungen von S Bootis sind die folgenden Elemente des 
Lichtwechsels abgeleitet worden : 

Minimum: 242175940 1 9738 & + 254 sin 10° (E —2); 7 = 1826 
Maximum: 2421888 S$ v= 8 .68 
Amplitude =4 .58, 


woraus — m — 0,473. 


Die mittlere Lichtkurve hat einen volkommen glatten Verlauf. 


Utrecht, April 1932. 


Chemistry. — Osmosis in systems, consisting of water and tartaric acid. 


Ill. By F. A. H. SCHREINEMAKERS and J. P. WERRE. 


(Communicated at the meeting of April 30, 1932). 
Introduction. 
If in the osmotic system 


TWX EH ) exc tet cs. (1) 


in which X represents the tartaric acid, we bring a membrane of cellophane, 
it will belong to type I (fig. 1) as we have seen in the first communic- 
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ation 1); the water namely diffuses during the entire osmosis > no matter 
what composition the liquids may have. (We assumed here that the right- 
side liquid always has a greater X-amount than the left-side liquid.) 


If in system (1) we bring a membrane of pig’s bladder, it will belong 
to type IIc (fig. 2) as we have seen in the second communication 2). Until 
now we have considered as a special case only the systems: 


inv. (Water) (LD (WLX) 2 2 ee) 


We found that the direction in which the water diffuses, depends upon 
the concentration the variable liquid L’ has at the beginning of the osmosis ; 
namely 

when, at the beginning of the osmosis the variable liquid has a smaller 
X-amount than liquid s (fig. 2), then during the entire osmosis the water 
will diffuse<-ox namely from the solution towards the pure water ; 

when at the beginning of the osmosis the variable liquid has a greater 
X-amount than liquid s (fig. 2), the water will first diffuse —- and later 
On << 0x). 


Bigee2. 


We now shall consider a few more cases of system (1). 
Systems in which the right-side liquid is invariant. Type Ilc fig. 2. 


') These Proceedings 35, 42 (1932). 
2) These Proceedings 35, 162 (1932). 
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As a special case of system (1), in which we place a membrane of pig’s 
bladder, we take the system 


de beguavyaterjnine (Wea X) . 5 s . « B) 


in which the right-side liquid is in some way kept invariant during the 
entire osmosis. On the left side of the membrane is a variable liquid L, 
consisting at the beginning of the osmosis of pure water. As the direction 
in which the water diffuses in this system. (3), depends upon the concen- 
tration of the invariant liquid L’, we shall distinguish three cases. 

1°, When the invariant liquid of system (3) is situated between the 
points W and m (fig. 2), we represent this by: 


e(bega Water) ino L’ (Wm). 3s . « js «{4) 


If, in order to concentrate our thoughts, we assume that the invariant 
liquid is represented in fig. 2 e.g. by point a, then its W-point will be 
represented by a’. 

The variable liquid, consisting of pure water at the beginning of the 
osmosis, moves towards point a during the osmosis; so its W-point is 
situated on curve W’a’ between W’ and a’. From this it appears that during 
the entire osmosis the right-side liquid has a higher W-point than the left 
side liquid, so that the water diffuses<-o during the entire osmosis. So 
for system (4) during the entire osmosis the D.T. 


ere Ont eee ee (4a) 


obtains, in which the water runs through the membrane incongruently and 
negatively. 

In order to elucidate this by an example, we take a system, in which the 
invariant liquid contains 


94,259 % of W+5.741 % of tartaric acid. 
We represent this system by 
L (beg. Water) | inv L’ (5.741%) X). . . » » + §) 


The data on this system are found in table E, which has been arranged 
in the same way as the tables of the preceding communication. 

From this it appears among other things that the X-amount of the variable 
liquid, which consisted of pure water at the beginning of the osmosis, had 
increased after 16 hours to 0.634 %; after 407 hours this X-amount had 
increased to 5.692 % and had, therefore, almost approached that of the 
invariant liquid. 

It appears from the arrows in table F that during the entire osmosis the 
tartaric acid and the water have diffused according to the D.T. (4a). As 
the two substances run in the same direction, the diffusing mixture here is 
a really existing liquid, so that it is represented by a point between W 


and X (fig. 2). 
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TABLE E. System 5. 
A 


O/y X of the Diffused O/) X of the 
i. var. lig. L ae 56 or. W invar. liq. L’ 
1 0 0 Sioa 

— CG 
72 16 0.634 2.570 1.369 
3 a2 1.261 2.420 1.035 
a 53 1.957 2.653 0.882 
5 79 2.760 3.037 0.803 
6 105 BMALS 74 cay 0.593 
7 146 Eto Joay/ 1.751 0.304 
8 266 5.013 1 WA) 0.181 
9 407 5.692 0.394 0.135 


It appears from the diffused quantities of X and W that this diffusing 
mixture has a greater X-amount than the invariant liquid, so that it is 
situated in fig. 2 between this invariant liquid and point X. As the variable 
liquid takes in this mixture, the quantity of this liquid increases continuously 
during the osmosis. [Comp. for this diffusing mixture the two preceding 
communications also. | 

29, When the invariant liquid of system (3) is situated between the 
points m and s, we represent this by 


LE (beg. Water) | ino L’ (m's)\ ee) 


To concentrate our thoughts, we imagine the invariant liquid represented 
by point b; we draw the horizontal line a’b’ through the W-point b’ of 
this liquid. 

During the osmosis the variable liquid moves from W towards b; as 
long as this variable liquid is still situated on the left side of point a and 
its W-point consequently on W’a’, the variable liquid has a lower W-point 
than the invariant liquid; so the water diffuses<-o *, Consequently in 
system (6) the osmosis begins with the D.T. 


— Xe 00+ We ee ee ed 


At the moment the variable liquid arrives in point a, the W-point of the 
one liquid is situated as high as that of the other; at this moment the 
osmosis will then proceed according to the D.T. 

AX 034 Wi, ee a re 


in which no water flows through the membrane. 
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As soon as the variable liquid has arrived to the right of point a, and its 
W-point, therefore, on curve a’m’b’ above line a’b’, the variable liquid will 
have a higher W-point than the invariant liquid; now the water will diffuse 
—. So the osmosis will proceed until the end according to the D.T. 


SoM VV se we (0C) 
It appears from the D.T.’s (6a), (66) and (6c) : 


in system (6) the water will first diffuse <o* during some time and 
afterwards until the end of the osmosis >; in the moment the direction of 
the water-movement converts, no water flows through the membrane. 

In order to elucidate this by an example, we take a system in which the 
invariant liquid contains 


87.855 % of W + 12.145 % of tartaric acid 
we represent this system by 
i (beg. Water) |inews-(12.145 9X) 2 . . ~ .« 7) 


The data on this system are found in table F. From this it appears among 
other things that the X-amount of the variable liquid had increased after 


TABLE F. System (7). 


Ne ; 0/0 X of the Ce ae Oo X of the 
var. liq. L Hee Bre W. invar. lig. L’ 
a i ie ml A A a ee 
1 0 0 12.145 
<< <—o- 
2 12 0.847 3.380 0.365 
3 24 1.634 2.985 0.032 
— = 
4 45 PST 4.664 0.539 
5 73 4,269 5.232 0.850 
6 116 5.986 6.484 1.820 
7, 186 7.946 7.460 3.097 
8 335 10.190 8.570 4,590 
9 790 11.811 6.202 3.736 


12 hours from 0 % to 0.847 % and after 790 hours to 11.811 %. It appears 
from the arrows that the water first flows <o* through the membrane for 
some time and afterwards > and that no water will diffuse when the 
variable liquid contains + 2 % of tartaric acid. 

During the first part of the osmosis (namely when the water diffuses 
<o *) the diffusing mixture is situated between W and X; it appears from 
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the diffused quantities of X and W that this mixture is situated between 
the invariant liquid and point X. 

In the second part of the osmosis (namely when the water diffuses —) 
more X continuously flows towards the left than water towards the right ; 
then the diffusing mixture will be situated to the right of point X. At the 
moment that no water diffuses and consequently only the substance X 
flows through the membrane, this diffusing mixture is situated in point Xx. 

30, When the invariant liquid of system (3) is situated between the 
points s and q (fig. 2), we represent it by: 


L (beg. Water) |inv L’ (sq). te) 


It appears from fig. 2 that during the entire osmosis the variable liquid 
now has a higher W-point than the invariant liquid; consequently during 
the entire osmosis the substances diffuse according to the D.T. 


— XSW ee Oa} 


We now first consider a system in which the invariant liquid is saturated 
with solid tartaric acid; this liquid, which has been represented in fig. 2 
by point g, contains 


+ 42.5% of W and 57.5 % of tartaric acid. 
The data1) on this system, which we represent by 
LE. (beg. Water) inv E(57.5 5X.) ee) 


are found in table G. From this it appears that the X-amount of the 
variable liquid had increased after 9 hours to 2.067 % and after 719 hours 
tojos.59. 9a. 

It appears from the determinations Nos 1 to 12 that more water diffuses 
towards the right than X towards the left; consequently in fig. 2 the 
diffusing mixture is situated on the left side of point W. The following 
determinations, however, no longer give regular results, but yet they seem 
to indicate that more X now diffuses than water; the diffusing mixture 
would be situated now to the right of point X. 

Also in two other systems (9) Mr. H. H. SCHREINEMACHERS found irre- 
gularities of an other nature in the movement of the substance X, when the 
X-amount of the variable liquid had increased past 50%. The deter- 
mination of the osmosis in these concentrated solutions is very difficult, 
however, and the prolonged action of these concentrated solutions of 
tartaric acid will at the same time probably influence the nature of the 
bladder. Only an accurate and repeated examination will perhaps enable 
us to determine what factors play a part here; we shall then refer to this 
later on. 


We now take one more system in which the invariant liquid contains 


70.64 % of W + 29.36 % of tartaric acid. 


1) The osmosis in this system has been determined by Dr. H. H. SCHREINEMACHERS.- 
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TABLE G. System (9). 


No. : Oo X of the Diffused O/y X of the 
var. liq. L eee a ie invar. liq. L’ 
1 0 0 20 BY/ 5) 
—_— — 
2 9 2.067 6.666 13.508 
3 13 2.908 2.562 5.250 
4 18 HII 2.966 6.206 
5 23 5.094 AlN’ 6.665 
6 31 7.084 5) ONS) 10.769 
7 55 W277? 13.898 32.811 
8 78 19.214 10.430 25.981 
S) 108 25.880 10.670 28.152 
10 152 34.780 9.990 30.661 
11 220 39.610 10.140 Se SIS 
12 319 43.330 6.970 23.884 
13 462 49.010 21.720 19.746 
14 504 50.040 3.000 AzOIS 
15 600 52.080 7.610 7.118 
16 719 53.590 7.020 4.064 


From the determinations!) of this system, which we now represent by 
L (beg. Water) | inv L’ (29.36°/, X) . . . » ~ (10) 


it appears that here also the D.T. (8a) obtains during the entire osmosis. 
_ As in this system more water continuously diffused towards the right than 
X towards the left, the diffusing mixture is situated during the entire 
osmosis to the left of point W. 


It appears from these considerations and examples that the direction in 
which the water will move during the osmosis in the osmotic system 


L (beg. Water)| inv. L’'(W+X) . 1. + - (11) 


depends upon the amount of tartaric acid of the invariant liquid; we 


distinguish three cases: 
10. when the invariant liquid is situated between W and m (fig. 2) the 


water will during the entire osmosis diffuse <o *. 


1) J. P. WERRE I. c. pg. 36 table IX. 
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20, when the invariant liquid is situated between m and s (fig. 2) the 
water will first diffuse <ox and afterwards to the end of the osmosis —. 

30, when the invariant liquid is situated between s and q (fig. 2), the 
water will diffuse during the entire osmosis —. 


Systems in which two variable liquids. 


When we take an osmotic system 
L (WEL (We x) 


in which the two liquids are variable, liquid L in fig. 2 will move towards 
the right during the osmosis and liquid L’ towards the left. This osmosis 
goes on until both liquids get the same composition e. 

In this system the substance X always diffuses <— no matter what con- 
centrations the two liquids may have. With respect to the water, however, 
we can distinguish four cases; as they may be easily deduced, however, 
with the aid of the previous considerations, we shall only indicate them 
briefly. 

A. When the two liquids are situated between the points W and m 
(fig. 2), the water diffuses during the entire osmosis <o *, 

B. When the two liquids are situated between the points m and q, the 
water diffuses during the entire osmosis >. 

C. When liquid L is situated, between W and m and liquid L’ between 
m and q, the direction of the W-diffusion depends on 

1°, the W-amount of the liquids at the beginning of the osmosis; when 
namely at the beginning of the osmosis liquid L as a higher (lower) W- 
point than liquid L’, the water diffuses at the beginning of the osmosis > 
(<0 *). 

2°, the ratio of the quantities of the liquids at the beginning of the 
osmosis, This ratio namely defines the place of point e (not drawn in 
fig. 2) where the two liquids get the same composition. When this point e 
is situated to the left (right) of m, the water moves towards the end of the 
osmosis <-o* (—=>). 

So we may distinguish four cases; namely, the water diffuses 

1°, during the entire osmosis —o *, 

29, during the entire osmosis >. 

39, first<-o* and later on >. 

49, first > and later on —o *, 

In three systems1) the case mentioned sub 3 was found experimentally ; 
the water namely first diffused <-o* and afterwards >: in two other 
systems) the water diffused, however, first > and afterwards <- o* and 
consequently the case mentioned sub 4 occurred. 


1) J. P. WERRE 1. c. Tables I, II and III; pgs. 30 and 31. 
2) J. P. WERRE 1. c. Tables IV and V; pgs. 31 and 32. 
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By the support of the “Bataafsch Genootschap der Proefondervindelijke 
Wijsbegeerte te Rotterdam’’ we are enabled to examine the systems 5, 7 
and 9 (tables E, F and G), for which we express our thanks to this 
“Genootschap’”’. 

Leiden, Lab. of Inorganic Chemistry. 


Botany. — Die Grundzahl der Tulpenbliite in ihrer Abhangigkeit von der 
Temperatur. |. Von A. H. Biaauw, IDA LUYTEN und ANNIE M. 
HartTsEMA. (Meded. N°, 33 van het Laboratorium voor Planten- 
physiologisch Onderzoek, Wageningen, Holland.) 


(Communicated at the meeting of April 30, 1932) 


Als wir in 1922 und 1924 den Einfluss verschiedener Temperaturen 
wahrend der Bliitenbildung an der Tulpensorte Pride of Haarlem studier- 
ten, stellte sich heraus, dass die Anzahl der Bliitenteile um so grésser ist, 
je niedriger die Temperatur, worin die Anlage stattgefunden hat. Die 
Bliitenanlage kann innerhalb sehr weiten Grenzen vor sich gehen, so dass 
in 9° sowohl wie in 28° C. ganz ordentliche Blumen gebildet werden. Bei 
naherer Betrachtung stellt sich dann aber heraus, dass bei dieser Varietat 
in 28° C. ganz allgemein die Grundzahl 6—6—3 gebildet wird, mit nur 
wenigen Ausnahmen, dass aber unterhalb 20° diese monocotyle Grundzah] 
fast ganz ausgeschaltet wird. Die Bliitenkreise zeigen dann — und das 
fangt auch schon in 2514°—23°—20° C, an — zahlreiche Kombinationen, 
unter denen aber ganz bestimmte bevorzugt sind. Zahlreich sind besonders 
die rein vierzahligen Blumen (8—8—4) in 17° C., und weiter die Kombi- 
Mationen 773 und 7—/—4 in 17° bis 2514° C., und 9—_9—4 in 9° C. 
Die Erhéhung der normalen Zahl findet nicht in dem einen Kreis auf Kosten 
eines anderen statt, aber tritt durch die ganze Blume hin in derselben 
Weise auf. Es trat in den zahlreichen Versuchspflanzen nach ganz ver- 
schiedenen Temperaturbehandlungen nie die echte Fiillungserscheinung 
auf 1), obwohl die Anzahl der Bliitenteile von der Temperatur durchaus 
abhangig ist und im Mittel von 15.9 (+ 0.37) in 28° C. bis 21.59 (+ 0.58) 
in 9° C. heranstieg. S. Literatur Meded. Lab. v. Plantenphysiol. Onderz. 
N°. 16—19 2). 

Es drang sich nun weiter besonders die Frage auf, ob diese Abhangig- 
keit von der Temperatur in gleicher Weise bei andren Tulpensorten ange- 


1) K, ORTLEPP. Monographie der Fiillungserscheinungen bei Tulpenbliiten. Leipzig 1915. 
2) R. MULDER en I. LUYTEN. De periodieke ontwikkeling van de Darwintulp. Verhand. 
Kon. Akad. v. Wet. XXVI N°. 3 1928. Med. 16. 
A. H. BLAAUW en M. C. VERSLUYS. De gevolgen van de Temperatuurbehandeling 
in den zomer voor de Darwintulp. Versl. Kon. Ak. v. Wet. XXXIV 1925. Med. 17. 
I. LuyTen, G. JousTRA en A. H. BLAAUW. Idem 2e stuk. Kon. Ak. v. Wet. XXXIV 


1925. Med. 18. 
R. MULDER en A. H. BLAAUW. Idem 3e stuk. Kon. Ak. v. Wet. XXXIV 1925. Med. 19. 
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troffen wird. Dariiber wurden im Sommer 1927 vorlaufige Versuche ange- 
stellt, welche folgendes Resultat lieferten. 

Es wurden dabei stark auseinander laufende Typen gewahlt, sowohl die 
frithbliihenden kleinen Duc. v. Thol wie die spatbliihenden Darwintulpen ; 
unter den letzten absichtlich neben Pride of Haarlem die Varietat Will. 
Copland, welche in mancher Hinsicht sich stark von Pride of Haarlem 
unterscheidet und besonders bekannt ist, weil sie sich von den Darwin- 
tulpen am leichtesten fiir das Friihtreiben verwenden lasst. 

In Tab. 1 wollen wir beginnen das Gesamtresultat der Zahlung der 
Bliitenteile im Friihling '28 zusammenzufassen. Diese vorlaufigen Ver- 
suche wurden mit nur 3 Temperaturen ausgefihrt. 

Zugleicherzeit wollten wir uns dariiber orientieren ob ausserdem auch 
noch eine Abhangigkeit von der Grésse der Zwiebeln besteht. Dazu wur- 
den die Zwiebeln bei Pride of Haarlem in 2 Gréssen gewahlt von + 33 
Gramm (1650 Gr. pro 50 Stiick) und von 15—20 Gramm. 


Fiir jeden Versuch wurden 50 Tulpen im Sommer abgewogen und direkt 
in 12° (11,5°—12,5° C.),-17° und 25.5° Cr gestelle die fruberens varie. 
taten am 21—22sten Juni, die spateren + 11 Juli. Der Vegetationspunkt 
muss dann meistens noch 1 bis 2 letzte Laubblatter und erst danach die 
ganze Blume bilden. ( Vergleiche die erwahnte Literatur). 

Bei der Zahlung der Bliitenteile gibt es manche Schwierigkeiten, weil bei 
einer abweichenden Zahl viele Organe gemischter Natur vorkommen, welche 
zum Teil dem einen, zum Teil dem anderen Kreis angehéren. Wir kommen 
in einer spateren Mitteilung auf diese von bestimmten Temperaturen her- 
vorgerufenen Anomalien zuriick. Da man unter diesen Anomalien Ueber- 
gange findet von iiberwiegend Blumenblatt- bis iiberwiegend Staubblatt- 


TABELLE I. 
Die gesamte Anzahl der Bliitenteile (1927). 


ize We | 251/3° 
a 
Pride of Haarlem (+ 33 Gramm) .......... 19.98 17.78 15.30 
Pride of Haarlem (15-20 Gramm)........... 18.92 15.56 15.00 
Ducivartn Thole Ma. ere 00s ae ee 17.68 15.62 14.98 
Van dertNcertte coma ae ttn seers ae 16.98 15.06 15.40 
Coulens( Cardinal ase tae. reeset 16.12 15.08 15.20 
La’ Remarqdablen. heat ne eee 15.41 14.98 14.78 
The: Sultan: (2263. vcter tenet 15.18 14.97 14.89 
Golden: Horns... eee ae 15.02 15.00 15.00 
William Copland .. Jcpss 908 eee 14.95 14.12 12.58 
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natur etc., so wurde ein Phyllom so gut wie mdglich zu jenen Organen 
gerechnet, womit es die grésste Aehnlichkeit hatte. Wo diese Entscheidung 
noch zu schwierig war, wurde die Einteilung so gewahlt, dass die Zahlen 
von Blumen-, Staub- und Fruchtblattern so wenig méglich von der Norm 
abwichen. Die Zahl der Teile wurde immer beschrankt auf die Anzahl der 
Insertionsstellen, bei den Fruchtblattern auf die Anzahl der Narben. Wie 
man unten weiter sehen wird, werden in dieser Weise die Unterschiede, 
welche durch die Temperatur hervorgerufen werden eher kleiner vorge- 
stellt, als sie in Wirklichkeit sind. Weiter verweisen wir auf die spatere 
Mitteilung. Wir haben aus demselben Grund die Zusammenstellung der 
Blumen in erwachsenem Zustand nicht nach ihren 5 Kreisen angegeben, 
aber uns auf die Zahl der Tepalen, Staub- und Fruchtblatter beschrankt. 
In der zweiten Mitteilung wollen wir versuchen die Stellung der Bliiten- 
teile fiir gewisse Falle genauer festzustellen. 

Aus der Tabelle I, lasst sich folgendes schliessen : 

19, Verschiedene Varietéten reagieren bei ihrer Bliitenanlage im 
gleichen Sinne auf die Temperatur, namlich, dass im allgemeinen in 
tieferer Temperatur eine hohere Anzahl gebildet wird. 

20, Die Varietaten unterscheiden sich aber erheblich durch den ver- 
schiedenen Grad ihrer Abhangigkeit von der Temperatur, indem es Typen 
gibt welche sehr wenig in der Anzahl ihrer Bliitenteile von der Temperatur 
beeinflusst werden (siehe Golden Horn, La Remarquable, The Sultan), 
andre Typen welche stark variieren (Pride of Haarlem, W. Copland, auch 
Duc v. Thol). 

30, Ausserdem tritt ein merkwiirdiger Unterschied zum Vorschein 
zwischen W. Copland gegeniiber Typen wie Pride of Haarlem und Duc 
v. Thol. Die letzteren haben bei 2514° C. (und hdher) annahernd ihre 
normale Anzahl (15), und steigen in niederer Temperatur weit dariiber ; 
dagegen ist W. Copland bei 25)4° C. unter-normal und erreicht bei 12° 
(bei 9° s, unten) fast die normal zusammengestellte Blume. 

40. Eine schwache Ausnahme kommt bei wenigen Varietaten vor (z.B. 
v. d. Neer), indem die Anzahl in den héchsten Temperaturen wieder ein 
wenig ansteigt. Wir fiigen noch einige Zahlungen an der Tulpe v. d. Neer 
hinzu, welche im selben Sommer fiir ein anderes Ziel in mehreren Tempe- 


raturen behandelt wurde. 


TABELLE II. 
Die gesamte Anzahl der Bliitenteile bei der Varietat van der Neer (1927). 
a 


se 139 iif? 20° BS 251/2° Ps” 


19.4 16.5 Ney" 1tey st EZ 15.1 16.2 


Dass diese Ansteigung kein Zufall ist, geht aus den Details der Bliiten- 
kreisen hervor, welche zeigen, dass es vorwiegend die Fruchtblatter sind, 


welche in 28° C. die mittlere Anzahl erhéhen. 
32 


Proceedings Royal Acad. Amsterdam. Vol. XXXV, 1932. 
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TABELLE Iil. 


ip LZ 251/2° 
Anzahl der: Tep. | Staubbl. | Fruchtbl.}| Tep. | St. lehe, AiSen || Se rs 
Pride of Haarlem 
ap 338) Gre. 8.52 7.79 3.65 TAO || OS |) Bsr |) GOR | OOD | B22: 
Idem 15-20 Gr. | 7.62 7.68 3.62 6.30 | 6.20 | 3.06 | 6.00 | 6.00 | 3.00 
W. Copland 5.89 5.85 Syl 5) || SS || PEP || SHO || DH {| ASI 


Die Ansteigung ist also im Zentrum der Blume am starksten, wahrend 
sonst alle Kreise der Bliite ungefahr gleich stark beeinflusst werden (S. 
Tab. III, fiir Pride of Haarlem und W. Copland). 

Eine zweite Ausnahme ist — nach einem Versuch in 1926 — die Ver- 
millon Brillant, welche dasselbe zeigt wie v. d. Neer, iibrigens aber viel 
unregelmassiger ist (S. unten). 


Die Abhangigkeit der Bliitenteile vom Gewicht der Zwiebel. Nach 
Tab. 1 ist eine solche Abhangigkeit fiir Pride of Haarlem schon sehr wahr- 
scheinlich und wiirde dann darin bestehen, dass gréssere Zwiebeln eine 
etwas hdhere Anzahl erreichen als die kleinen. Mehr iiberzeugend ist aber 
der folgende Versuch, welcher iibrigens fiir einen anderen Zweck aufge- 
stellt war. Dabei wurden Gruppen von 24 Zwiebeln verschiedener Grésse 
ausgesucht. Die ersten 5 Gréssen waren Zwiebeln aus der Hauptknospe, 
die 5e bis 8e wurden unter den aus Nebenknospen entstandenen Zwiebeln 
gefunden, wobei zum Vergleich die 5e Grésse wiederholt wurde. Fiir die 
Allerkleinsten (9e und 10e Grésse) mussten wir noch Zwiebeln von einem 
Ziichter kommen lassen, daher wurde die 8e Grésse wiederholt. 

Den kleinen Unterschieden zwischen zwei aufeinander folgenden Grup- 
pen ware kein Wert beizumessen, wenn nicht die ganze Reihe eine deut- 


TABELLE IV. 


Mittl. Gewicht 
aus 24 Zwiebeln 
Octe 25 in 


Grammen. 


ve 35% e282 |S eS 15 |)12%5\7 103)" 102 10S ee 


Anzahl der 


Bien 16.74 | 16.90 | 16.43 | 15.83 | 15.46 | 15.57 | 15.57 | 15.21 | 15.17 | 15.0 0 0 


Grundzahl 
6-6-3 in Proz. 


32 35 57 70 79 74 83 92 92 100 


) 
) 
Frequenz der / 
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liche Abnahme der Anzahl der Bliitenteile bei abnehmender Grosse der 
Zwiebeln erkennen liesse. Besser noch als aus dem Gewicht kann man die 
Abweichung beurteilen an dem steigenden Prozent der Blumen mit nor- 
maler Grundzahl 663 je kleiner die Zwiebeln sind. 

Bei einem Gewicht von + 8 Gramm bliihte keine Zwiebel mehr, wobei die 
Pflanzen dann nur ein grosses Blatt hervorbrachten ; in der zweiten 8en 
Gruppe bliihten 12 von den 24 Pflanzen. Da also auch die Grésse der 
Zwiebeln die Anzahl der Bliitenteile beeinflusst, wurde in den spdateren 
Versuchen von jeder Varietat eine Gruppe von leichteren und schwereren 
Zwiebeln neben einander gewahlt. 


Im Sommer 1930 wurden neue Versuche angestellt in 9° bis 28° C. Wie 
gesagt k6nnen wir nicht die Zusammenstellung jeder Blume fiir alle 
Varietaten gesondert erwahnen. Wir miissen die Resultate so kurz méglich 
zusammenfassen und geben dafiir das Hauptresultat in der Tabelle V. 


TABELLE V. 
Die gesamte Anzahl der Bliitenteile aus den Versuchen in 1930. 

Temperatur der Bliitenanlage : 28° 251/5° 202 | lf? | ge | 9° 
Pride of Haarlem + 39 Gr.: 15.02 15.31 16.00 17.69 19.84 21.38 
+ 23 Gr.: 15.10 15.18 15.52 16.87 19.00 21.29 
Dicaomlnolecte22 Gra 14.31 15.23 15.81 16.25 16.69 19.70 
+ 13 Gr.: 14.85 15.08 15.32 15.55 15.65 18.55 
Golden Horn + 16 Gr: 14.00 15.00 15.00 15.00 15.26 16.47 
Vermillon Brillant -- 27 Gr.: 15.50 15.24 14.97 15.16 16.63 17.91 
Bartigon + 32 Gr.: 12.92 14.53 14.98 15.00 15.40 17.92 
+ 22 Gr.: 14.14 14.96 15.00 15.06 15.00 16.59 
Will. Copland + 36 Gr.: 10.83 ISS 14.24 14.50 15.02 1515 
+ 23 Gr.: 11.94 14.25 14.64 14.67 15.06 15.67 


Die friiheren Ergebnisse werden bestatigt. Besonders ist der Unterschied 
zwischen den zwei Darwintulpen Pride of Haarlem und Will. Copland 
sehr stark ausgepragt. Wir haben absichtlich noch eine Darwintulpe Bar- 
tigon hinzugefiigt, welche auch viel fiir die Frithtreiberei verwendet wird. 
Auch diese unterliegt stark dem Einfluss der Temperatur ; sie steht dabei 
aber zwischen den beiden extremen Darwintulpen, indem sie unterhalb 20° 
deutlich iiber, und oberhalb 20° stark unter die normale Anzahl geht. 

Die Duc van Thol, welche als Varietat doch weit von einer Darwintulpe 
wie Pride of Haarlem entfernt ist, steht ihr in dieser Erscheinung sehr nah, 
wie dies auch in 1927 gefunden wurde. 


32, 
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Der Grad und die Weise, worauf die Temperatur die Anzahl der 
Bliitenteile beeinflusst, ist bei den Varietéten sehr verschieden, zeigt aber 
nach den bisherigen Erfahrungen keinen Zusammenhang mit der Ver- 
wandtschaft. Golden Horn konnte in Tab. V nur fir kleinere Zwiebeln 
erwahnt werden, da die gréssere zu viel von Krankheiten gelitten hatten. 
Die unter-normale Anzahl bei 28° C. wird besonders von den Fruchtblat- 
tern veranlasst, derer man 31 * 2 und nur 16 3 findet. Die unternor- 
malen Zahlen von Bartigon und Copland dagegen finden mehr in den 
gesamten Bliitenkreisen ihre Ursache: Bei Copland ist die mittlere Anzahl 
der Perianth-, Staub- und Fruchtblatter in 28° resp. 4.52—3,96—2.35 ; bei 
Bartigon 5.33—5.17—2.42. 

Die Tab. I ist in Fig. 1 dargestellt, wodurch der Unterschied der Varie- 
taten noch deutlicher hervortritt. Dabei ist die Vermillon Brillant nur 


TEMPERATUUR 
EN 
BLOEMDEEL-AANTAL. 


28° Coo res 0y 75 13° 9° 


Fig. 1. Die mittlere Anzahl der Bliitenteile in verschiedenen Temperaturen. 


gestrichelt eingetragen. Sie bildet eine Ausnahme und zwar starker als die 
Figur vermuten lasst. Die Fruchtblatterzahl steigt in hoherer Temperatur 
wieder (s. oben): wir fanden z.B. in 20° C. 38 & 3, aber in 28° C., 
28 X 3, 1464/15 anal > 6. In den extremen Temperaturen 


ADF 


(9°, 13° und 28°) werden Perianth- und Staubblatter in den verschiedenen 
Blumen sowohl vermehrt als verringert, eine Erscheinung welche bis jetzt 
bei keiner der Untersuchten Varietaten auftrat. Die Folge ist eine ausser- 
gewohnlich grosse Anzahl Kombinationen: in 9° C. lieferten 32 Blumen 
27 verschiedene Anordnungen. 


Die Abhangigkeit von der Grésse der Zwiebeln tritt fiir Pride of Haar- 
lem (23 gegeniiber 39 Gr.) nur bei 13° bis 20° C. zum Vorschein, ist sonst 
weniger deutlich als in Tab. I. Sie ist aber durch den Versuch von Tab. III 
unzweifelhaft festgestellt. Wo die Anzahl wbernormal ist, (Duc van Thol 
9° bis 2514°, Bartigon 9° und 13° C.), ist dies im allgemeinen bei schwe- 
reren Zwiebeln starker der Fall als bei kleineren. 

Nun sehen wir aber bei Will. Copland, bei Bartigon (2514° u. 28° C.) 
und bei Duc v. Thol (28° C.), dass auch da wo die Anzahl unternormal 
ist, diese Abweichung im allgemeinen bei den grésseren Zwiebeln starker 
ist. Bei Pride of Haarlem sahen wir, dass die allerkleinsten Zwiebeln, 
welche noch gerade bliithen kénnen, und also auf der Grenze der Bliih- 
fahigkeit stehen, schliesslich alle 6—6—3 gebaut sind. Dasselbe fanden 
wir jetzt bei W. Copland. Betrachtet man in Tab. VII die Zahlen fiir Cop- 
land von 29—36 Gr. in 13°, 17° und 20° C., so muss man zum Vergleich 
daneben stellen, dass bei Zwiebeln von nur 15—20 Gr. in 13° C. 49 & 663 
und nur 1 tibernormale vorkamen; in 17° C. 45 663 und 4 unternor- 
male; in 20° C. 44 & 663 und 5 unternormale. Im allgemeinen kénnen wir 
also schliessen: je grdsser die Zwiebeln sind, desto starker ist die 
Abweichung von der normalen Bliitenzahl 6—6—3, einerlei ob diese sich 
4ussert in ener Vermehrung oder in einer Verringerung der Anzahl. 


Wir kénnen wegen Mangel an Raum nur von Pride of Haarlem (Tab. VI) 
und Will. Copland (Tab. VII) alle gefundenen Bliitenzahlen der schwereren 
Zwiebeln publizieren, wobei die Zahlen von 1927 aus 12° C. mit jenen von 
13° C. zusammengefiigt wurden. Diese beiden Varietaten wurden gewahlt, 
weil die beiden sich am starksten von einander unterscheiden. Die Anzahl 
der gezahlten Blumen ist oberhalb der Zeilen in Klammern erwahnt; zum 
richtigen Vergleich sollte man die Zahlen in Prozenten umrechnen. In der 
letzten Zeile ist die Blumenzahl von der betreffenden Zusammenstellung 
zusammengezahlt. Dies ist nur geschehen um die Frequenz gewisser 
Bliitenzahlen noch deutlicher hervortreten zu lassen; iibrigens darf man 
die Zahlen in dieser Zeile nicht direkt miteinander vergleichen. 

Weiter haben wir schon darauf hingewiesen, dass es wegen mancher 
durch Verwachsungen abnorm gewordener Bliitenteile oft schwierig war 
die Zusammenstellung richtig anzugeben. Wir beschranken darum unsre 
Schliisse auf die Hauptsachen und wollen auf zahlreiche Kombinationen, 
welche nur in 1 bis wenigen Prozenten gefunden wurden keinen Wert 
legen. Wenn man aber die ganze Liste von W. Copland und Pride of 
Haarlem iibersieht, so treten ganz bestimmte Kombinationen — fiir eine 
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TABELLE VI. 
Pride of Haarlem (29—39 Gr.). Die Zusammenstellung der Blumen in 


verschiedenen Temperaturen. 
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TABELLE VI (Fortsetzung). 
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Pride of Haarlem (29—39 Gr.). Die Zusammenstellung der Blumen in 


verschiedenen Temperaturen. 
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TABELLE VII. 


Will. Copland. (29—36 Gramm). Die Zusammenstellung der Blumen in 


verschiedenen Temperaturen. 
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gewisse Temperatur und Varietat — stark hervor. Es ist bemerkenswert, 
dass die 1137 Pflanzen von Pride of Haarlem in 6 Temperaturen schon 
nicht weniger als 88 verschiedene Zusammenstellungen der Blume zeigen, 
wenn man die vielen Zwischenfalle durch Werwachsungen noch beiseite 
lasst und die 2 Kreise der Perianth-~ und der Staubblatter zusammenzahlt. 
Desgleichen bei W. Copland 45 Kombinationen bei 430 Blumen. Wichtiger 
ist es aber auf die meist frequenten Kombinationen zu achten bei den ver- 
schiedenen Varietaten. Dafiir geben wir schliesslich Tab. VIII, wahrend 
Tab. IX die Frequenz der Grundzahl bei verschiedener Temperatur und 
Varietat angiebt. Dabei fiigen wir Fig. 2, welche die Variabilitat der 
Bliitenteilenzahl fiir zwei Varietaten, sowohl in 9° wie in 28° in Prozen- 
ten ausdriickt. Man sieht daraus zwischen welchen weiten Grenzen die 
ungefiillten Tulpenblumen variieren. (Die Golden Horn ist nicht mit den 
andren direkt zu vergleichen, da die Zwiebeln sehr leicht waren (15—20 
Gr.) und deshalb die Frequenz der Grundzahl zu hoch ist.) 


Es gibt also Temperaturen, worin die Varietaten nie oder selten eine 
Blume mit der ,,.normalen” Grundzahl bilden. In Gegenden wo die Boden- 
temperatur ziemlich hoch oder niedrig ist wahrend der Zeit der Bliitenbil- 
dung, wiirde man von gewissen Varietaten, wenn sie wild wachsen wiirden, 
in einer genauen Beschreibung eine ganz variable Anzahl! von Bliitenteilen 
als normal angegeben haben. Z.B. bei W. Copland in heissen Gegenden 
.Perianth- und Staubblatter 4—6, meistens 5, Fruchtblatter 2—3”, bei 
Pride of Haarlem in kalten Landern, ,,Perianth- und Staubblatter meistens 
7 bis 10, Fruchtblatter 3—5”, u.s.w. Dass wir dennoch die Zusammenstel- 
lung 6—6—3 die ,,normale’’ Grundzahl nennen, bleibt vollkommen richtig, 
obwohl es begreiflich ist, wenn man die Frage stellen will, warum denn 
eigentlich gerade 6—6—3 normal genannt wird, alle andere Kombina- 
tionen abweichend. Sieht man Pride of Haarlem in 13° mit 8—8—4 als 
Hauptzahl, W. Copland in 28° mit 4—4—2 als haufigste Kombination bei 
einem fast vollstandigen Fehlen von 6—6—3, so ist diese Frage berechtigt; 
man kénnte sagen dass nur eine gewisse Temperatur gerade 6—6—3 als 
haufigste Kombination ergibt. Dass aber 6—6—3 mit Recht ,,das Nor- 
male” heisst, dafiir pladieren wichtige Griinde. Erstens die Zusammen- 
stellung der Bliite der Liliaceae im algemeinen, wobei abweichende Zahlen 
nur seltene Ausnahmen sind ;. zweitens die Erfahrung in unsren Ver- 
suchen, dass bei allen Varietaten in einer gewissen Temperatur ein Pro- 
zentsatz mit 6—6—3 erreicht wird, wozu keine andere Kombinationen (in 
anderer Temperatur) ansteigen; drittens, dass diejenigen Temperaturen, 
worin die Blume die meisten 6—6—3 aufliefert die wenigsten Abnormitaten 
und Verwachsungen zeigen. Es ist noch die Frage ob gewisse wildwach- 
sende Liliaceae, welche in der Zusammenstellung ihrer Bliite von der 
Grundzahl abweichen, dies vielleicht nur tun, weil sie bei einer bestimmten 
Temperatur im Boden ihre Bliiten bilden. 

Wir haben bis jetzt nur die Beschreibung einer Erscheinung gegeben, 
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TABELLE VIII. 


Das Vorkommen der meist frequenten Kombinationen 
in der Tulpenbliite ausserhalb der Normailzahl. 
 ——— 


5—5—3 


Frequenz der Grundzahl 6—6—3 (in Prozenten). 
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W. Copland 28° 
W. Copland 28° 
W. Copland 28° 
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W. Copland 13° 
Golden Horn 28° 
Golden Horn 28° 
W. Copland 9° 
Pride of H. 25}/2° 
W. Copland 9° 
Golden Horn 9° 
Golden Horn 13° 


Duc v. Thol 251/,° 
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Duc v. Thol 17° 
Pride of H. 20° 
Bartigon 9° 
Duc v. Thol 9° 
Duc v. Thol 9° 
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Pride of H. 9? 
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welche sich durch experimentell-morphologische Versuche herausstellte. 
Die wenigen Ausnahmen beiseite lassend, trifft dabei wohl am meisten: 
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Fig. 2. Die Variabilitat der Anzahl, wenn die Bliitenteile in 9° und in 28° C. 
gebildet wurden. 


einerseits die gleiche Richtung worin die Anzahl der Bliitenteile mit der 
Temperatur vaiiert, andererseits der Unterschied, welchen die verschie- 
denen Varietaten dabei aufweisen (Fig. 1). Vorlaufig kénnen wir nur die 
Vermutung aussprechen dass die Steigung der Anzahl bei Erniedrigung der 
Temperatur mit der Bliitenbodenoberflache, welche in den tieferen Tem- 
peraturen grdsser ist als in den hoheren, zusammenhangt. Wir hoffen in 
einer zweiten Mitteilung hierauf naher zuriickzukommen. 
Die haufigsten Kombinationen kann man sich jetzt nach Tab. VIII fiir 
~ morphologische Zwecke sammeln. Von einigen wollen wir noch versuchen 
festzustellen auf welche Weise die Abanderung von der Grundzahl 


stattfindet. 
April 1932. 


Mathematics. — Eine Eigenschaft der Umlegungen. Von G. SCHAAKE. 
(Communicated by Prof. JAN DE VRIES). 


(Communicated at the meeting of April 30, 1932.) 


§ 1. Fir eine Umlegung in einem linearen n-dimensionalen Raume 
gilt die Eigenschaft, dass die Mitten der Strecken PP’ (P und P” sind 
zugeordnete Punkte) in einem linearen (n—1)-dimensionalen Raume liegen. 

Diese Eigenschaft folgt fiir eine Umlegung in der Ebene aus dem 
Umstande, dass man fiir jede derartige Umlegung den einem Punkte P 
zugeordneten Punkt P’ immer bekommen kann durch Spiegelung des 
Punktes P an einer bestimmten Geraden s und eine bestimmte Trans- 
lation des gespiegelten Punktes parallel zu s; auch kénnen diese Spie- 
gelung und diese Translation vertauscht werden. Der folgende geome- 
trische Beweis der letztgenannten Eigenschaft ist von Prof. Dr. JAN DE 
VRIES gegeben worden. ; 

Die den Punkten A und B fiir eine Umlegung in der Ebene zuge- 
ordneten Punkte seien bzw. A’ und B’. Verschiebe A’B’ durch die 
Translation, die A’ in A bringt; dann komme B’ in B’. Sei s’ die 
Halbierende des Winkels BAB’ und s die Gerade durch die Mitte der 
Strecke AA’ parallel zu s’. Die Projektionen der Strecken AB und 
A’B’ auf s sind einander in Grésse und Vorzeichen gleich; die Abstande 
der Punkte A und A’ von s und auch die Abstande der Punkte B und 
B’ von s sind einander entgegengesetzt und gleich. AB kann also durch 
eine Spiegelung an s und eine Translation parallel zu s in A’B’ iiber- 
gefiihrt werden. 


§ 2. Dass fiir eine Umlegung im dreidimensionalen Raume die Mitten 
der Strecken PP’ in einer Ebene liegen, folgt aus der Ejigenschaft, dass 
man fiir eine Umlegung im Raume den einem Punkte P zugeordneten 
Punkt P’ immer bekommen kann durch Spiegelung des Punktes P an 
einer bestimmten Ebene o und eine bestimmte Drehung des gespiegelten 
Punktes, deren Achse senkrecht auf o steht (eventuell eine bestimmte 
Translation parallel zu o); natiirlich kénnen diese Spiegelung und diese 
Drehung (oder Translation) wieder vertauscht werden. Fiir diese Eigen- 
schaft geben wir ebenfalls einen geometrischen Beweis. 

Eine Umlegung im Raume sei bestimmt von den drei Punktepaaren 
(A, A’), (B, B’), (C, C’)). Wir verschieben A’, B’, C’ durch die ‘Translae 
tion, die A’ in A bringt; dann kommen B’ und C’ bzw. in B” und C’. 
Nun betrachten wir die Halbierenden der Winkel BAB’ und CAC” 


und eine Ebene, die durch diese (vielleicht zusammenfallenden) Geraden 
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geht. Die Abstaénde der Punkte B und B’ und auch die Abstande der 
Punkte C und C” zu dieser Ebene sind einander entgegengesetzt und 
gleich. Folglich sind die Projektionen der Dreiecke ABC und AB’C” 
auf diese Ebene, weil sie die drei Seiten gleich haben, in ihr kongruent 
oder symmetrisch. 

Wenn sie in ihrer Ebene symmetrisch sind, so sind sie einanders 
Spiegelbild fiir eine durch A gehende Gerade ¢ ihrer Ebene und dann 
sind die Dreiecke ABC und AB’C” auch einanders Spiegelbild fiir ¢. 
In diesem Fall sind die Projektionen der Dreiecke ABC und AB’C’ 
auf jede Ebene durch f in dieser Ebene symmetrisch. Nehmen wir die 
besondere Ebene durch ¢, welche senkrecht steht auf der Ebene des 
Dreiecks ABC, so liegen die Projektionen von A,B und C auf einer 
Geraden, ebenso wie die Projektionen von A’, B’ und C’. Dann sind 
die Projektionen der Dreiecke ABC und A’B’C’ also in der Projektions- 
ebene auch kongruent. 

Es giebt folglich immer eine durch A gehende Ebene o’, derart dass 
die Projektionen der Dreiecke ABC und AB’C’, also auch die Projek- 
tionen der Dreiecke ABC und AB’C’ auf o’ in o’ kongruent sind. 
Dasselbe gilt fiir die Ebene o, die durch den Mittelpunkt van AA’ geht 
und mit o’ parallel ist. Uberdies sind die Abstande von A und A’, jene 
von B und B’ und auch jene von C und C’ zur Ebene o jedesmal 
einander entgegengesetzt und gleich. Durch eine Rotation um eine auf 
o senkrechte Achse (eventuell eine Translation parallel zu o) kann die 
Projektion des Dreiecks ABC auf o mit jener des Dreiecks A’B’C’ zur 
Deckung gebracht werden. Wenn A,B und C durch diese Rotation 
bzw. in A,B und C kommen, so sind A und A’, B und B’, C und C’ 
jedesmal einanders Spiegelbild fiir o. 

Wenn AB und: AB’ in einanders Verlangerung fallen, und dies fiir 
AC und AC’ nicht gilt, so wird die Halbierende b, des Winkels BAB’, 
die dann mit jeder durch A gehenden und zu BB’ senkrechten Geraden 
zusammenfallen kann, unbestimmt, die Halbierende b, ist dagegen bestimmt. 
In diesem Falle steht b, nach einem bekannten Satze senkrecht auf BB’. 
Wenn wir 6, nicht mit b, zusammenfallen lassen, so finden wir fiir 0’ 
die durch A gehende und zu BB’ senkrechte Ebene; wenn aber b, mit 
b, zusammenfallt, so sind die orthogonalen Projektionen von ABC und 
AB’C” auf jede durch b, gehende Ebene in dieser Ebene symmetrisch; 
wir finden auch so dieselbe Ebene o’. Wenn aber iiberdies AC und 
AC” in einanders Verlangerung fallen, so bilden sowohl die Geraden 
b, als auch die Geraden 5, einen Biischel; nun kann die Ebene o’ jede 
durch A gehende Ebene sein. In diesem Falle ist die Umlegung die 
Spiegelung an der Mitte der Strecke AA’. 

Der Fall, dass b, und b, zusammenfallen, ist schon behandelt worden. 


$23. Die Giiltigkeit der im Anfang dieser Mitteilung genannten Eigen- 
schaft fiir eine Umlegung in einem linearen n-dimensionalen Raume R, 
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folgt schliesslich aus der Eigenschaft, dass man jede Unmlegung in R, 
erhalten kann durch auf einander folgende Ausfiihrungen einer Spiegelung 
an einem in R, liegenden (n—1)-dimensionalen linearen Raume R,—1 und 
einer zu R,-1 parallelen Bewegung. 

Wir beweisen die letztgenannte Eigenschaft durch vollstandige Induktion. 
Dazu setzen wir voraus, dass sie fiir einen linearen (n—1)-dimensionalen 
Raum bewiesen sei. Nun bestimmen wir eine Umlegung in R, durch 
Angabe der n Punktepaare (Ao, A's), (Ai, Ay): ct (Age A Ge euch 
die Translation, die A’) in Ay bringt, kommen A‘,...,A‘,—1 bzw. in 


Ae WAS Wir denken uns nun die Halbierenden der Winkel 


1 n—l1°* 


ARARA Wn Averages und wir bringen einen linearen Raum R_, 


n—1’" 


an, der diese n—1 durch Ay gehenden Geraden enthalt. Die Abstande 
der Punkte A, und A’, der Punkte A, und Aj,..., der Punkte A, _ 


PA 


n—1 


1 
zu diesem R_, sind jedesmal einander entgegensetzt und gleich. 
Also sind die orthogonalen Projektionen von Ay A;...A,—1 und von | 
A,A,...A”_, auf den angebrachten Raum R,_, entweder in diesem 
Raume kongruent oder symmetrisch. Wenn diese Projektionen symme- 
trisch sind, giebt es nach der Induktionsvoraussetzung ein durch Ay 
gehender im Raum R,—; liegender Raum R,—2 derart, dass die Abstande 
der projizierten Punkte A, und A’, der projizierten Punkte A, und 
Aj,... und der projizierten Punkte A 


(_yeund Ay zu diesem eae 
jedesmal einander entgegengesezt und gleich sind und die Projektionen 
von A, Aji,.<.A,_, und von ALA, 1A ©) aulediesen hee, Konanicut 


n—1 


sind. Die Abstande der Punkte A, und A‘, der Punkte A, und AJ,... 
der Punkte A, , und A’, zu jedem durch R,_, gehenden Raum R_, 


sind einander entgegengesetzt und gleich und die Projektionen von 
A, Ay =.O.9, und AYA 2. A 2 waulmemensderactiqen Reesindan 
diesem Raume symmetrisch. Wir denken uns nun den durch den Raum 
R,-2 gehenden Raum R,-; der senkrecht steht auf dem Raume R,_,, 
welcher von A, A,...A,-1 bestimmt ist. Die Projektionen von 
A,A,...A,_, und A,A‘’...A’_, auf den nun konstruierten Raum 
R,-1 liegen jede fiir sich in einem R,-» und kénnen also durch eine 
Bewegung im Projektionsraum R,_; zur Zusammenfallung gebracht werden. 

Es giebt also immer einen durch Ay gehenden linearen (n—1)-dimen- 
sionalen Raum &’, derart dass die Projektionen von Ay A,...A,_; und 
von A, Aj...A'_, auf 2’ in diesem Raume kongruent sind. Wenn wir 
uns nun einen durch den Mittelpunkt von A) A’) gehenden (n—1)- 
dimensionalen linearen Raum % parallel zu S’ denken, so hat Y zum 
ersten die Eigenschaft, dass die Projektionen von Ay A,...An—1 und von 
A A... Aln+ auf S durch eine Bewegung in ¥ zur Deckung gebracht 
werden kénnen und weiter, dass die Abstande der Punkte Ay und 
A'o, der Punkte A, und A’,,... und der Punkte A,-4-und “Ay zag 


jedesmal einander entgegengesetzt und gleich sind. Wir wenden nun auf 
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Ay A,...An—-1 die Bewegung im Raume R, an, welche die Projektion 
von A, A,...An—-1 auf in jene von Ai) A’,...A’,-1 auf 2 transfor- 
miert und » unverdndert lasst, also parallel zu SY ist. Nun sind das 
Simplex A’) A’;...A‘,-1 und das Simplex A, A,;...An—1, das durch die 
genannte Bewegung aus A,A,...A,—1 entsteht, einanders Spiegel- 
bilder fir 2. 

Hiermit ist der Satz fiir einen linearen Raum R, bewiesen. 

Wir haben eine besondere Umlegung, wenn es mehrere Raume >’ 
und also auch > giebt. Wenn wir p linear unabhangige Raume 2 
finden, so sind die Abstande zugeordneter Punkte zum Durchschnittsraum 
R,—» einander entgegengesetzt und gleich und die orthogonalen Projektionen 
zugeordneter Gebilde auf den Raum R,—, sind in diesem Raume entweder 
kongruent oder symmetrisch, da der Abstand der Projektionen zweier 
Punkte auf den Raum R,_, gleich ist dem Abstande der Projektionen 
der in der Umlegung zugeordneten Punkte. 

Im Falle der Kongruenz kénnen wir die Umlegung durch eine Bewe- 
gung, die dem Raume R,_, parallel ist, in eine Spiegelung an diesem 
Raume transformieren. Nun giebt die Zusammensetzung einer Spiegelung 
an einem Raume R,_, und einer Bewegung nur eine Umlegung, wenn 
p ungerade ist. Wenn die Projektionen zugeordneter Gebilde auf den 
Raum R,-» in diesem Raume symmetrisch sind, so haben wir in ees 
eine Umlegung, die erzeugt werden kann von einer Bewegung, die 
einem Raume R,—p-1 des Raumes R,~p parallel ist und von einer Spie- 
gelung an diesem Raume R,—)—1- Die gegebene Umlegung besteht dann 
aus einer Bewegung, die dem Raume Ri—p—1 parallel ist und aus einer 
Spiegelung an diesem Raume. Wir bekommen so nur eine Umlegung, 
wenn p gerade ist; dann giebt es aber p-1 linear unabhangige Raume 2. 

Eine Umlegung im Raume R, kann also erzeugt werden von einer 
Bewegung parallel zu einem Raume R,—p» und von einer Spiegelung an 
diesem Raume; hier ist p ungerade. Wenn p den héchstmdéglichen 
(offenbar ungeraden) Wert hat, so ist der Raum R,-» der Ort der 
Mittelpunkte der Paare in der Umlegung zugeordneter Punkte. 


§ 4. Ein analytischer Beweis des im Anfang dieser Mitteilung genannten 
Satzes kann leicht gegeben werden mit Hilfe der Eigenschaft, dass man, 
wenn man in einer orthogonalen Determinante mit dem Werte —1 die 
Elemente der Hauptdiagonale um eins vermehrt, eine Determinante 
bekommt, die gleich null ist. Diese Eigenschaft kann umgekehrt aus 
unseren geometrischen Betrachtungen erschlossen werden, ja so finden 
wir sogar dass der Rang der letztgenannten Determinante n—p ist, 


worin p nur ungerade sein kann. 


Mathematics. — Sur Uitération et sur la fonction de KONIGS. Par 
J. Wo FF (Utrecht). (Communicated by J. G. VAN DER CORPUT.) 


(Communicated at the meeting of April 30, 1932.) 


La présente note complétera quelques résultats obtenus par M. G, 
VALIRON dans son article ,,Sur l'itération des fonctions holomorphes 
dans un demi-plan’’.') 

1. Commencons par simplifier la déduction d’un des théorémes ob- 
tenus par cet auteur. 

Soit f(z) = f(x + yi) =u + vi holomorphe dans le demi-plan D(x > 0) 


ef soit u >o. 


tend vers une limite 1= 07), 


On sait que pour z infini, = borné, ne 
appelée ,,dérivée angulaire de f a J'infini.” 
Nous supposerons dorénavant que 1 > 1. 
Posons f(z) =2; =%1 + git, Flz:) = 22 = x2 + yr, ete. 
L’expression 
(Xn 1 an oar a (Yn41—Yn)" 
(cy +1 se ale se (Yn4t a, Yn)? 


ne croit jamais lorsque n croit. Soit uw sa limite pour n> o. Alors 
4 


Notun Xn (Yn+i — Yn)? _, 2 (1-H) 


. eA eaerth 

Xn Xn +1 Xn Xn +1 1—yp ( ) 

° n+1 Xn : 2 
Puisque + —— = 2, il en résulte que les nombres 
Xn Xn +1 
(Yn +1 — Yn) 
A= 172s 
Xn Xn +1 


sont bornés. Et puisque x,+1 > x, les nombres | Yatt Yn | 
Xn + 
aussi. Donc, il existe un nombre MM, indépendant de n, telque 


sont bornés 


Jon —9 |S 2 [ye — Mal <M En. 
1 


Les inégalités x,%4; = 4x,, 2 > 1 donnent 


yao |< May 3 ine  , 
: ce 


1) Bulletin des Sciences mathématiques, 2e série, LV, Avril 1931. 
2) Comptes rendus, 13 Sept. 1926 p. 501. 
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Il en suit que es est borné. De (1) il résulte maintenant que 


n 


(Yasi — yn)? _2(I+u) een 


Xn Xn +1 1 —e hh 


En ténant compte de 


Gn +1 — i =| oO (oe), Xn +1 — KOR + Oo (xn) 


il vient 
yn Ake K2 
oy a 
Posons 
n—Tn Pn (2) a, - 
cz Dane : > OO (Z) << 5° 


Sik 0") 9, (2) > 0, 


Si k0, on a yrti—dyn+ol(y,), donc |yn| finit par croitre. Donc 
dans tous les cas y, (z) aune limite unique ¢ (z) pour n infini, différente de 


It oe 
a) et de 305: 


Considérons les itérés a, et z, de deux points a et z de D. Indiquons 
par un accent l'image d'un point par rapport a l'axe imaginaire. 
, ° | Zn — An 
L’expression | : 
| Zn —An 


satisfait a O=L< 1. 


ne croit jamais lorsque n croit et sa limite L 


Les a, et les z, restant dans un angle fixe = ah oi h, ot 


reste entre deux nombres positifs et fixes. 


h>o, on conclut que 


n 


: Zz é 
Les fonctions ~* de z, holomorphes dans D, forment une suite normale, 


n 


_ car elles ne prennent pas de valeurs négatives. 


Acceptons maintenant pour un instant que la fonction ¢ (z) =lim ¢n (z) 
trouvée plus haut serait une constante. Alors il existe une suite p> © 


, a z Sas , A 
d’entiers telle cue ~* tend vers une constante positive c< ©. On aurait 
a 
P 


Zp+i 


awe Zp+ oe. 
—c, en contradiction avec p+! __54>1. Nous retrouvons ainsi le 
a P 


Pp 
THEOREME I (M. VALIRON): ¢,(z) tend vers une fonction harmonique 
non constante '). 


1) Jiavais obtenu un résultat plus faible dans un article portant le méme mom que 
celui de M. VALIRON cité ci-dessus. (Bulletin de la Société Math. de France, T. 57, 1929, 


De 195.) 
33 


Proceedings Royal Acad. Amsterdam. Vol. XXXV, 1932. 
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2. En méme temps nous trouvons que “e tend vers une fonction 
holomorphe dans D. En effet, s'il y avait deux fonctions limites, leur 
quotient aurait son argument nul partout, donc ce quotient serait une 
constante positive c # l. 

En prenant z—a on aboutit a la contradiction 1 =c. 


De méme pean tend vers une fonction K(z) holomorphe dans D et ayant. 
ace i 

sa partie réelle positive, K(z) est une fonction de KONIGS, agrégée a 

f(z), satisfaisant a l'équation de SCHRODER 


K(ayetkhih. = 6 A ee) 


3. THEOREME II (DE M. VALIRON, un peu complété). ') 

Si f (z) posséde une fonction de KONIGS K(z) holomorphe dans D et 
dont toutes les valeurs sont dans D, et si la dérivée angulaire y de K (z) 
a l'infini est positive, alors toute fonction k (z) holomorphe dans D, dont 
toutes les valeurs sont dans D et qui satisfait a l’équation (2), comme 
K(z), ne differe de K(z) que par un facteur constant et positif. 

En effet: soit 6 la dérivée angulaire de k(z) a linfini. Pour z—~ o, 
+ borné on a USE) cu WA) Sp donc eee finie positive ou 
x Zz ez k (z) 
infinie. 

La fonction K (z) est univalente dans une partie /\ de D, contenant 


. TU IU x . . , 
des domaines — eye ee arg Z<— —e,|z|>R, ou « est aussi petit qu’on 


le veut. 

Indiquons par /\; le domaine lieu de K (z) pour z dans A. Posons 
K (z) 
k(z) 


=~y (0), alors wy (¢) est holomorphe dans A,. On a 


Si | eee (2) : 
i le quotient ke) nétait pas constante, yw (¢) serait une fonction holo- 
Z 
morphe non constante dans /\;, ayant la propriété que y (At) = y (0). 
Par consequant pour ¢ infini y (¢) n’aurait pas une limite angulaire 
unique, en contradiction avec ce que nous venons de trouver. 


4. Posons f(z) =4z-+ (z), alors w (2) a sa partie réelle positive 


dans D. 
TnéoReMe UL. La série aes 
(Zn) 


est partout convergente ou 


partout divergente. 


os M. VALIRON suppose que la dérivée angulaire de k(z) a l’infini soit positive. 
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En effet, soit a un point de convergence et posons 


ea ole} ofa) 
: z—a’ " —  @ (Zn) — { @ (a,) }° 


Alors t est une fonction holomorphe de ¢ pour |¢|<| etona|1|< i 
donc |r| =|C|, c'est a dire 


© (Zn)—O (ap) 
@ (Zn)— {© (4p) } 


@ (Zn) 


w (ap) 
dant que de a et de z, dou le théoréme. 


entre deux nombres positifs ne dépen- 


an 


Donc est, comme 


5. THEOREME IV. Si f(z) admet une fonction K(z) de KONIGs, 
R w (zn) 


Xn 


a dérivée angulaire positive y a linfini, la série y converge 


dans D et inversement. 


En effet 


a en ; g 
Remarquons en passant que lim 7. est une fonction de KONIGS dont 


la dérivée angulaire a l'infini égale 1. 
En tenant compte de x44:1=4 xx + R{@ (zx)} on trouve 


Bis eee R w (zx) 
* aR(it=. | Ct Pad LOA (3) 


Le premier membre tendant vers une limite finie, la premiére partie 


est démontrée. 


. eR wlz 
Inversement, si la série ace converge en un point z de D, 


n 


‘la relation (3) apprend que la suite croissante des fonctions harmoniques 


Xn : 
ae dans D converge en un point. Elle converge donc dans D. Et 


Zn 
tend partout vers une limite, = tend dans D vers une 


n 


: Zz 
arceque 
parceque — 


fonction holomorphe K (z) a partie réelle positive. 


Zn 


Parceque x, = 2" x, on a ; 
Z 


x 
= Iz] donc en passant a la limite n — 00 


K (z) ie c one, 
re he) et en passant maintenant 4 la limite angulaire z > ©, nous 
trouvons que la dérivée angulaire de K(z) a l'infini est positive, donc 


égale a 1, en vertu de ce que nous trouvions ci-dessus. 


33” 
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6. THEOREME V. 
R w (Zz, 
La convergence de a 


En effet: supposons la premiére série convergente. On a dans D 
dw (zi) | _- eae 
Usa s 


1 


w (Zn) 
Zn 


\ / 


medonc pour k == Val, Zee ee 


| w (ze+1) — olen) <M f 


ou M ne dépend pas de k. Par conséquent 
Se 
| (2) —0(2)|<M { Rola) del, 


En vertu de|z,|=4"x, il suffira de démontrer la convergence de 


Qn 
A 1 
a) te ars > Row (ty | dt | 
An | a An 0 
donc 
Fe eae ae (At ae ieee) re ba ean alee 
j n m=0 


_ |o 
= aa +m fo" ae | del 


R @ (Zn) x. 
La convergence de Y — (2n) ayant pour conséquence que fey tend 
Xn 
vers une limite finie (§5), uniformément sur le segment zz,, la série 
sous la derniére integrale converge uniformément sur ce segment, parceque 


ses termes sont harmoniques et positifs, ce qui démontre le théoréme. 


Mathematics. — Die linearen Komplexe in der nicht-Euklidischen 
Geometrie. I. Von O. BoTTEMA. (Communicated by Prof. W. VAN 
DER WOUDE.) 


(Communicated at the meeting of April 30, 1932.) 
I. Klassifikation der Komplexe. 


1. Wir untersuchen im Folgenden die projektiven Eigenschaften derje- 

nigen Figur im (2n-1)-dimensionalen Raum R,,_;, welche aus einer quadra- 
 tischen Varietat Q, und einem linearen Komplex L zusammengesetzt ist. 

Q habe den maximalen Rang 2n; sie kann also als die absolute Varietat 
einer CayLEy-Metrik betrachtet werden. Wir kénnen dann die Eigen- 
schaften der Figur (Q,L), wenigstens unter gewissen Realitatsbedingun- 
gen, auffassen als die nicht-Euklidischen Eigenschaften eines linearen 
Komplexes. Die Realitatsfragen werden vorlaufig ausser Acht gelassen. 
Es bleibt also ausserdem dahingestellt ob wir mit der elliptischen oder mit 
der hyperbolischen Geometrie zu tun haben. Wir wenden aber dann und 
wann die Terminologie der nicht-Euklidischen Geometrie an, nennen also 
im Besondern eine Kollineation, welche Q (direkt) invariant lasst, eine 
Bewegung. 

Den linearen Komplex L definieren wir mittels des kovarianten Null- 
systems, also mittels einer Korrelation mit schief-symmetrischer Matrix, N. 

Wir setzen m==-2n; die Punktkoordinaten sind x4; X%9,...%m, die dualen 
Re>-Koordinaten U,, Uo,...C,,. 

Die Korrelation N wird dann dargestellt durch die Gleichungen : 


bes Piz Xo -F P13. %3 + + es Pim Xm |] 
U, = pa + p23 %3 + + + + + P2m Xm 


|B hee — Pmi x + Pm2 X2 ++ 


mit pij== — Pji- 
Wir setzen voraus, dass die Determinante der Korrelation ungleich Nut] 


ist. Spezielle lineare Komplexe sind damit ausgeschlossen. 


2. Mit der quadratischen Varietat Q ist eine Polkorrelation P kovariant 
yerbunden. Wir multiplizieren sie mit der L zugeordneten Nullkorrelation 
N. Es entsteht dann eine Kollineation 


GDNet) ee (2,1) 


welche wir als Produktkollineation bezeichnen. 
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Das Haupttheorem, worauf unsre Klassifikation der Figuren (Q,L) 
beruht, ist folgendes : 

Sind zwei, je aus einer quadratischen Varietét und einem linearen 
Komplex zusammengesetzte Figuren gegeben, (Q;, L,) und (Qg, Lz), dann 
gibt es eine Kollineation, welche Q, in Qg und gleichzeitig L, in Ly iiber- 
fithrt dann und nur dann, wenn die Produktkollineationen Ci, =P Niamd 
Cy—=P.N»2 aquivalent sind. 

Zum Beweise dieses Satzes unterziehen wir die Figuren (Q,,L,) und 
(Qs,L,) je solchen Kollineationen, dass Q;, sowie Qy iibergefiihrt werden 
in die quadratische Varietat Q mit der Gleichung 


Rts pire mit ie ate eg (2,2) 


L, und Ly sind dabei in lineare Komplexe iibergefiihrt worden, welche wir 
wider L, und Ly nennen werden. 
Die zu Q gehorige Polkorrelation hat die Gleichungen 


Ul tociee (ieee 2 eee iit) 
Eine Produktkollineation C—= PN, hat also die Form: 
ae Pin %2TPi3 %3 + + + Pim Xm 


i —— 
Safe}. Be aie Dame tear Doe 
2 mi OA panes 2 (2,3) 


= Pat XT Pao X17 Y 


Sie wird also dargestellt durch eine schiefsymmetrische Matrix, welche wir, 
ebenso wie die Kollineation selbst, mit C bezeichnen. Sind C, — PN, und 
Cy, = PN» aquivalent, dann gibt es eine Matrix T, sodass 


t= T Cyl q ee es nn 2) 


Wird die Transponierte der Matrix A wie iiblich mit A’ bezeichnet, dann 
ist, 


Cea ene 
Aber 
C= Cae ee 
also 
Cy=(T)-1 Ga he oes) 


Aus (2,4) und (2,5) geht hervor 
(T2)>! Cy TG ine 


also 


Cy tl = aie 
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Wird T’T mit S bezeichnet, dann hat man 

LO rte ae on, ee eh mee a. (2,0) 

mit 
See=5) 

Mittels vollstandiger Induktion erhalt man: 

Go = 056, 
also auch 

CRS =a Oyun OS) = Olo)i.e . 2 2. (2.7) 


wo ¢ ein willkiirliches Polynom ist. 
Einem bekannten Satze der Matrixrechnung zu folge, gibt es immer ein 
Polynom g (S) sodass 


RSS a Ry We iey 5 2 Ee ee ae CAs) 
Man hat dann 
WV Wie © Ve WAG, 
also 
(Cees Ve Or are tee res, eee) 
woraus hervorgeht 
Gre leW aC WW ole. 
Wird TW-1! mit O bezeichnet, dann ist also 
GH OiC) On eae ss (2:10) 
Man hat aber 
Ol Wie! TEEAW Satie Wel O-.. + 12.44) 


dh. die Kollineation O ist eine orthogonale, lasst also Q invariant. Man 


hat also 
| Dean One 1) 812) 
Aus (2,1) en (2,10) geht hervor 
OP O-N,=OPN,O- 
“ite 


Nee O Ng OFe es ee es (2,13) 
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Aus der Aquivalenz von C, und Cy haben wir somit die Existenz einer 
Kollineation O abgeleitet, welche Q in Q, Ly in Ly iiberfiihrt 1). 
Diese Aquivalenz ist nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig. Aus 


Diz OP Os! und Ni ONG Oe 
geht namlich hervor 


C= Pi N; =OP, O70 Ni On — OPN Oa OC Cae 


3. Um die Figuren (Q,L) zu klassifizieren, ist es also hinreichend die 
Kollineationen C—-PN zu klassifizieren. Eine notwendige und _hin-~- 
reichende Bedingung fiir die Aquivalenz von Kollineationen ist die Uber- 
einstimmung des Systems von Elementarteilern ihrer charakteristischen 
Matrizes. 

Es zeigt sich nun, dass die Kollineationen C nicht die allgemeinen sind, 
sondern dass sie gewissen Bedingungen geniigen. 

Wir wahlen das Koordinatensystem so, dass Q die Gleichung (2,2) 
erhalt und C also durch (2,3) dargestellt wird. Schreibt man die charak- 
teristische Gleichung von C nieder, dadurch dass man die Determinante 
der Matrix C—A]I gleich Null stelt, so verschwinden die Koeffizienten der 
ungeraden Potenzen von 4, da eine schief-symmetrische Determinante 
ungerader Ordnung immer gleich Null ist. Daraus schliesst man: 

Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung einer Produktkollineation 
sind je zwei und zwei einander entgegengesetzt 2). 

Fir die projektiven Eigenschaften von C sind nicht nur die Linearfak- 
toren der charakteristischen Determinante von Bedeutung, sondern auch 
die gréssten gemeinsamen Teiler ihrer Minoren. 

Der Minor eines Elementes der Hauptdiagonale hat die Form 


nl ed Am—3 Cie te Aa Se Cha A, 


enthalt er den Faktor (A—a), dann kommt auch der Faktor (4-4 a) vor. 
Es zeigt sich weiter aus einer Betrachtung der Matrix, dass der Minor von 
a;; (i Fj) dadurch erhalten wird, dass man in dem transponierten Minor 
von a;;die Zahlen p;; durch p;; ersetzt. Den mit —1 multiplizierten Minor 
von a,,; findet man, indem in dem Minor von a,; —/ statt 4 geschrieben 
wird. Fiir die Minoren niedrigern Grades gilt Analoges, woraus man 
schliesst : 

Enthalt der grésste gemeinsame Teiler der k-ten Minoren (k—0, 1,... 


m—I1,) der Matrix C—al den Faktor \—a, dann enthalt er auch den 
Faktor 4-1 a. 


') Dieser Beweis ist dem iiblichen des Satzes iiber die Aquivalenz symmetrischer Ma- 
trizes vollig analog. Vgl. BOCHER. Einfithrung in die hdhere Algebra, S. 323. 
BARRAU. Analytische Meetkunde II, pg. 241. 


2) Keine dieser Wurzeln ist Null, da nach unsrer Voraussetzung P und N, also auch 
C nicht-singulier sind. 
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Hat die charakteristische Gleichung von C die Wurzel a p-fach, und 
sind die der Wurzel geh6rigen Elementarteiler bzw. : 


(A—a)p, (A—a)P—, (A—a)P—*1—%, eo oe (A—a)e—er— ce 


dann hat sie auch die Wurzel —a, und die Elementarteiler derselben sind : 


(A+ a), (A + a)pme, (A+ ape, 2 2. (Ap ajprerm me, 
Bezeichnet man den Typus einer Kollineation mittels der Segreschen Nota- 
tion, wo das Verhalten der Wurzel a durch das Symbol (e; e2...e,) 
angedeutet wird, dann gehért zur Wurzel —a genau dasselbe Symbol. Eine 
Produktkollineation gehdrt immer einem Kollineationstypus an, dessen 
Segre-Symbol in zwei gleiche Teile zu spalten ist. Die Anzahl nicht aus- 
geschlossener Typen ist offenbar der Anzahl Segre-Symbole in n Variabeln 
gleich. 

Beispiel. Fiir n 2, sind Typen wie [2 11], [3 1], [(2 1)1] u.s.w. aus- 
geschlossen. Es bleiben nur drei Typen iibrig: [11 11], [2 2], [(11)(11)]. 


4. Wir wollen jetzt nachweisen, dass die nicht-ausgeschlossenen Typen 
samtlich vorkommen. 
Wir wahlen dazu ein anders Koordinatensystem und zwar ein solches, 


wobei Q in den Punktkoordinaten {x1,%9,..-%a, Y,.Y, 17° -Yis die 
Gleichung 
x yy + X2 Yo + aes Asuke ae n . ° - $ (4,1) 
erhalt. 
Sade la ela, Verie oa 1) die dualen Re 2 Koordinaten, 


dann wird die Polkorrelation P dargestellt durch: 
lh =e Vey ; 
Ces ae | (4,2) 
ee 
Bezeichnen wir der Kiirze wegen p;; mit i,j dann ist die zu L gehorige 
~ Nullkorrelation : 


xy X2 Loe zie Yn et Lay Yi 
0 (id het eeetaed Yt hip Ge a Dine 4. le2n 
2,1 0 ie. 2.7 pea ah Dene Deans, te, 2h 
n,l n,2 See 0 nn-+1 Aen 2 see gen 
peg pe Sao is ae 0 nt+in+t2...n+1,2n 
ey beet | 2.2 eet ofl n+2,n+1 0 Sea Row 2, on 


2n, | Dil ae eTt, I 2n,n+ 1 One nae 2 0 
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Fiir die Produktkollineation finden wir dann: 


x X2 es Xn Yn y\ 
penis 2riee 2nan 2nin lees 0 
pill Wisk Bie ae Shins || 2n—1, 2n 
ental neil ae nln 0 Mere as rie tt 
Bp ie n, 2 0 nna+l n, 2n 
y, 0 Lee ep In+1 ie2n 


Um zu zeigen, dass samtliche nicht durch die vorhergehenden Satze 
ausgeschlossenen Typen darin vorkommen, setzen wir 


inj 0 
ij=0 
i, J = 4241-1, 
Ef =a) nly 


Man hat dann 


x; 
, 
8) ay 
t 
Xx, ay 
/ 
x, Ani 
und 
y, 
/ 
yy 4); 
fi —. 
Y 41, 
' 
Y., aoe a 


In 


ne Xe) 


wenn 


wenn 


wenn 


wenn 


2n 


[2S la a 
in, jan 
i> nifean 
ine nn 


(45) 


~ Ann 


wo a; willkiirliche Zahlen sind. Durch unsre besondere Wahl der Koeffi- ° 
zienten haben wir erreicht, dass durch die Produktkollineation C die Koor- 
dinaten x, und auch die Koordinaten y, getrennt transformiert werden. Die 
Matrix der x,-Transformation nennen wir Cy, die der y;-Transformation 


C,. Man hat offenbar 


C= — G 


(4,7) 
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C, ist die allgemeine lineare Transformation in n Variabeln; C, und Cy 
sind nicht-singulier, weil C nicht-singulier ist. Das SEGRE-symbol von C; 
stimmt mit dem von Cy iiberein; sie bilden zusammen das Symbol fiir C. 
Durch geeignete Wahl der Koeffizienten a;, kann man jeden Kollineations- 
typus in n Variabeln erhalten. 

Die Elementarteilertheorie setzt uns instand fiir jede Kollineation mit 
vorgeschriebenen Elementarteilern eine Normalform anzugeben. Das heisst 
also, dass wir die Figur (Q,L) mittels projektiver Transformationen, oder 
auch einen linearen Komplex mittels nicht-Euklidischer Bewegungstrans- 
formationen auf eine kanonische Form bringen kénnen. Wir wollen die 
allgemeinste Normalform hier nicht hinschreiben, sondern weisen in diesem 
Zusammenhang auf die bekannten Darstellungen der Elementarteilertheo- 
rie!) und auf die unten behandelten Beispielen hin. Wir méchten aber 
schon hier die Bemerkung machen, dass diese Normalform, wenigstens im 
allgemeinen nicht eindeutig bestimmt ist. Hat z.B. die Determinante der 
Kollineation C die Faktoren (A—a)? (A—b)@, und also auch die Faktoren 
(A-++ aje (A+. b)2, so kann man die Koordinaten x; und y; insoweit noch will- 
kiirlich wahlen, dass man der Determinante von C; bzw. die Faktoren 
(A—a)P (A—b)4, (A—a)p, (A + bys, (4 + a)? (A—b)* oder (4+ a)? (A+ B)? 
zuteilen kann, und der von Cy jedesmal die iibrigen. Zudem sind noch die 
Indizes der x, (wenigstens wenn nicht alle Linearfaktoren von C, einander 
gleich sind) gewisser Permutationen fahig, welche dann, der Relation 
(4,7) wegen, analoge Permutationen der y,; nach sich ziehen. 

Die kanonische Form ist also nur bis auf eine endliche Transformations- 
gruppe (welche vom Kollineationstypus abhangt) bestimmt. Wir setzen 
aber fest dass in unsren kanonischen Formen die Linearfaktoren welche 
bzw. zu C, und Cy, gehéren verschieden sind, was immer eventuell nach 
einer gewissen Permutation von x; %).-. Xn Yn --+ Y1 erreicht werden kann. 
Hat die charakteristische Gleichung von C2p verschiedene Wurzeln 
(1 <p<n), dann lasst C offenbar 2?.p! verschiedene kanonische Dar- 
stellungen zu. 


IJ. Metrische Kovarianten des Komplexes. 


5, Die Deckfigur der Produktkollineation C bildet offenbar eine nicht- 
Euklidische metrische Kovariante des linearen Komplexes. 

Wir fangen mit den Deckpunkten an. C ist das Produkt einer Nullkor- 
relation und einer Polkorrelation ; in der ersten sind Punkt und zugeord- 
neter R,, 5 immer inzident. Ein Deckpunkt von C ist also ein solcher, dessen 
Polraum mit dem Punkt selbst inzident ist. 

Die Deckpunkte von C liegen sdmtlich auf Q; in diesen Punkten fallt 
der Nullraum mit dem Tangentialraum an Q zusammen. 


1) BOCHER, Le. S. 311, u.s.w. 
BARRAU, l.c. pg. 441. 
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Diese Raume bilden die Deck-R,,_2der Kollineation C. 
Um die Deckpunte von C analytisch zu bestimmen, miissen die 


Gleichungen 
Niche Cu, x Ae ph Co ee 


(wie wir sie kurz bezeichnen kénnen), gelést werden. 

Fiir 7 muss man dafiir beziehungsweise die Wurzeln der charakteristi- 
schen Gleichung von C substituieren. Nimmt man eine zu C, gehdrige 
Wurzel (welche nach unsrer Voraussetzung von jeder Wurzel von Cy 
verschieden ist), so geniigt dem zweiten Gleichungssystem (5,1,) nur die 
Nulllésung ; und umgekehrt. Die Deckpunkte geniigen also einem der 
Gleichungssysteme : 


Ue Ua (5,2) 
eres ONY 


BG. = BS) SS 8G = ~ 


Jedes stellt aber einen Raum (n—1)** Dimension R,-, dar, welcher 
ganz auf Q gelegen ist. Wir bezeichnen sie bzw. mit W, und W,1). 

Der dualistische Satz sagt aus, dass jeder Deck-R,,_; eine der Varietaten 
W, oder Wz enthalt. 

Aus demjenigen, was wir am Ende von (4) gesagt haben, geht hervor, 
dass die Varietaten W, und Wg, nicht immer eindeutig sind. Hat die 
charakteristische Gleichung von C 2p verschiedene Wurzeln, dann gibt es 
2e-! Moglichkeiten fiir das Varietatenpaar (W,, W.). 


6. Die Kollineation C induziert in W, bzw. W, die Kollineationen C, 
und Cj. Zwischen: Cy und Cy gibt es die Relation) (4, 7) 2) Co—=—-G"p 
Die mit der Punktkollineation C, duale R,_,-Transformation wird darge- 


stellt durch die kontragrediente Matrix (C’,)—1!; eine Kollineation und 
ihre Inverse haben dieselbe Deckfigur. Daraus geht hervor : 


Liegt in W, ein Deckraum R, (0 <k < n—1) so liegt in Wy ein Deck- 
raum R42 mit gleichen Koordinaten. 

Im Besondern ist jedem Deckpunt P mit Koordinaten x; = a; in W, ein 
Deck-R,_2 in Wy zugeordnet, V, welcher die Gleichung 


QyYi 1 ayy tT . - . Aan Yn = 0 
hat. Jeder Punkt in V, ist aber, wie aus dieser Gleichung hervorgeht, kon- 
jugiert mit P hinsichtlich Q. Das heisst : 
Der R,,;, welcher den in W, gelegenen Deckpunkt P mit dem zuge- 
ordneten (n—2)-dimensionalen Deckraum V, in Wa verbindet, liegt 


auf Q. 


1) W,; und W) sind lineare Raume auf Q, welche keinen Punkt gemeinsam haben. 
Sie geh6ren demselben System oder verschiedenen Systemen an, je nachdem n gerade 
oder ungerade ist. Vgl. BARRAU l.c. pg. 380. 


1X. Tie ae 
mn 
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Die Gleichungen des R,_, sind in unsrem Falle!) 


SPT ee ee te (Ort) 


aj a2 an 
QU ee Us eee Onc — O. 


Bekannte Satze2) iiber auf Q gelegene lineare Raume sagen aus, dass 
dieser R,_,der einzige ist, welcher durch {a;,a....a,} in W, geht und 
W. in einem R,_, schneidet. Die Werwandtschaft zwischen den dualen 
Deckfiguren in W, und W, ist dadurch auch geometrisch gedeutet. 

Der eben hingeschriebene Satz lasst sich leicht erweitern : 

Der R,_;,welcher einen in W, gelegen Deckraum R, mit dem zuge- 
ordneten Deck-R,_, 2 in W. verbindet, liegt auf Q. 

Damit ist das Verhaltnis zwischen den in W, und Ws gelegenen Deck- 
figuren vdllig aufgeklart. Welcher Natur diese Deckfiguren sind, hangt 
vom Typus des linearen Komplexes ab. Jede Deckpunktfigur in n Variabeln 
kann vorkommen. 


7. Im allgemeinen ist ein Deck-R, von C ein Raum, dem durch N und 
durch P derselbe R>, 42 zugeordnet ist. In nicht-Euklidischer Sprache 
heisst das also: R, wird durch den linearen Komplex gerade der absolut 
senkrechte Raum R>,_4—2 zugeordnet. 

Einen R, dem der lineare Komplex einen inzidenten Ron—r—2 zuordnet, 
nennt man bekanntlich einen Leitraum des Komplexes. 

Daraus geht im Besondern der Satz hervor : 

Die auf Q gelegenen Deck-R,_; der Kollineation C bilden die Figur, 
welche die Mannigfaltigkeit der Leit-R,_, des linearen Komplexes gemein- 
sam hat mit derjenigen der auf Q gelegenen R,_;. Diese Mannigfaltig- 
keiten haben bzw. die Dimensionen £n(n--1) und $n(n—1); die Dimen- 
sion der Mannigfaltigkeit samtlicher R,-, in R»,-1 betragt n?. Im allge- 
meinen kann man also erwarten, dass die Mannigfaltigkeiten eine endliche 
Anzahl gemeinsamer Elemente haben. Die Anzahl hangt vom Typus des 
Komplexes ab, betragt fiir den Komplex des allgemeinen Typus 2", 


8. Jede (nicht auf Q gelegene) Deckgerade der Produktkollineation 
nennen wir eine (eigentliche) Achse. Eine Achse steht demnach absolut 
senkrecht zu dem durch den linearen Komplex zugeordeneten R,,-2. In W, 
und W, liegt eine gewisse Anzahl uneigentlicher Achsen; auch die 
Achsen, welche man erhalt als Verbindungsgeraden eines in W, und eines 
in W. gelegenen Punktes sind, den Satzen des (6) zufolge, zum Teil 
uneigentlich. Die Anzahl der Achsen hangt vom Typus ab. Es gibt lineare 


1) Er. gehort demselben System an wie Wy, wenn n eine ungerade Zahl ist. Vgl. 


Fussnote, p. 8 M (?). 
2) BARRAU, l.c. pg. 379. 


516 


Komplexe ohne eigentliche Achse, es gibt auch solche mit ?"—?, eigent- 
lichen Achsen. 

Im vorhergehenden haben wir einige allgemeinen Eigenschaften der mit 
einem linearen Komplex metrisch kovarianten Deckfigur angegeben. Auf 
Einzelheiten kommen wir bei der Betrachtung einiger Beispiele zuriick. 

Die Verhaltnisse der Wurzeln der charakteristischen Gleichung von C 
kann man als metrische Invarianten des linearen Komplexes (,,Parameter’’) 
bezeichnen, Ihre Anzahl kann, je nach dem Typus, jede Zahl von (n—1) 
bis auf o betragen. 


Ill. Die Bewegungen, welche den Komplex in Ruhe lassen. 


9, Die linearen Komplexe des allgemeinen Typus bilden eine (2n2—n—_1 )- 
dimensionale Mannigfaltigkeit, die nicht-Euklidischen Bewegungen in 
R2,_, bilden eine (2n2—n)-gliedrige Gruppe. 

Der allgemeine Komplex L enthalt (n—1) absolute metrische Invarian- 
ten, die Mannigfaltigkeit der mit L kongruenten Komplexe hat also die 
Dimension 2n2—n—J—(n—1) = 2n2—2n. Man kann also erwarten dass 
eine n-gliedrige Bewegungsgruppe den Komplex invariant lasst. Auch die 
Komplexe des nicht-allgemeinen Typus lassen eine Gruppe zu; der Index 
dieser Gruppen ist vom Typus abhangig. 

Eine Punkttransformation des Raumes, B, welche Q invariant lasst, 
geniigt der Gleichung 


JP BP Ba ee en 


wo o ein Skalar ist. Wenn B auch den linearen Komplex in Ruhe lasst, so 
hat man in derselben Weise 


tN = DN Be oe ee een a) 


Hieraus geht hervor 


C= BC Be en 


wo x=—ot ein Skalar ist. 


Da die Determinanten der beiden Glieder dieser Gleichungen einander 
gleich sind, hat man 


20 me ea KO) 


Nun hat die charakteristische Gleichung von BC B—1 dieselben Wurzeln 
wie C; x ist also eine Zahl derart, dass die mit multiplizierten Wurzeln 
der charakteristischen Gleichung von C wieder eine gewisse Permutation 
dieser Wurzeln geben. Neben der selbstverstandlichen Lésung x—1, 
haben wir, der fundamentalen Eigenschaft von C zufolge, auch immer 


x%==—1, 


Weitere Lésungen fiir x treten nur auf, wenn die Wurzeln, d.h. die 
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metrischen Invarianten des Komplexes auf besondere Weise spezialisiert 
sind, was wir wenigstens vorlaufig ausser Acht lassen. Wir nehmen 
WOrerst 2 e=-1; 


Man hat dann 
(C1 S21 e ey Ge ee eee bs) | 


Die Bewegungstransformationen dieser Art sind also mit der Produkt- 
kollineation vertauschbar. 

Nun ist C eine Kollineation, wobei die Koordinaten x und y getrennt 
bleiben, wahrend die charakteristischen Gleichung der x-Transformation 
C, und die der y-Transformation Cy keine gemeinsamen Wurzeln haben. 
Unter diesen Umstanden muss eine mit C vertauschbare Kollineation eine 
solche sein, welche die Koordinaten x und y jede fiir sich transformiert !). 
Das heisst also, dass die Gebilde W, und W, diesen Bewegungen gegen- 
iiber invariant sind. 

Die Bewegung B kann also betrachtet werden als die Zusammensetzung 
einer x-Transformation B,, und einer y-Transformation Bz. Da die 
Gleichung 


Spel Ceo i ae aoe ee) 
invariant bleiben soll, werden x und y kontragredient transformiert. Man 
hat also 


Bacco (Bala ees ee (9,6) 
B, geniigt einer Gleichung 
*4 Ci = B, G Die 


Eine Lésung mit x + 1 lassen wir ausser Acht (die Lésung x = —1 
ist ausgeschlossen), so dass 


Ga Bh RG Dp iaet ae eee (eee: (9,7) 
Weiter hat man in derselben Weise 
(oe = B, CG, B5 alee oe tt ens (9,8) 


Letztere Bedingung ist aber eine Folgerung der vorigen. Aus (9, 7,) geht 


namlich hervor 
GF | Bi \eiGa Deans: 
oder (4,7) zufolge 
Ge (Bane G5. D4 
d.h. 
Ga 08, D7 C70 Bz 


1) Voss, Ueber die mit einer bilinearen Form vertauschbaren bilinearen Formen, Miinch. 
Sitzungsber., Bnd. XIX (1889), S2 283; 
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also 
(Cx — B, ee Br! ‘ . . . ° ; * . (9,8) 
Man erhalt die Lésungen der Gleichung (9,5) indem man fir B eine 


Zusammensetzung einer x-Transformation B, und einer y-Transformation 


By nimmt, so dass 
(Gy B; — By CF 
und 


Bo= 0 (Bo eae ee (9,9) 


10. Das Problem ist also zuriickgefiihrt auf die Bestimmung der mit 
der allgemeinen Matrix n-ter Ordnung C, vertauschbaren Matrizes. Die 
vollstandige Lésung dieser Frage findet man bei Voss'). 

Haben die Minoren (n—i)-ter Ordnung der charakteristischen Matrix 
von C, einen gréssten gemeinsamen Teiler n;-ter Ordnung, so bilden die 
mit C, vertauschbaren Matrizes eine Gruppe welche 


N= ns 2n, nas ek 2) oe, Ee) 


homogene Parameter enthalt und deren allgemeines Element nach einem 
von Voss gegebenen Verfahren leicht hingeschrieben werden kann, wenn 
C, in der WEIERSTRASZSCHEN Normalform gegeben ist. 

Hat die charakteristische Gleichung von C, die Wurzeln 2; je p,-fach, 
und sind die zu 4, gehérigen Elementarteiler (A—J‘)?;, (A= dias 
(A—/;)P:— 1 —*2, U.S.W., SO iSt 


Nps (p; (Sil (SR o 5 « — ex). : A * s (10,2) 


Bei jedem durch seine SEGRE-Notation gegebenen Typus eines linearen 
Komplexes findet man durch die Formeln (10.2) und (10.1) eine N- 
gliedrige metrische Gruppe, welche den Komplex in Ruhe lasst. 


11, Bis jetzt war nur von Transformationen B die Rede, welche der 
Gleichung (9.3) mit x= 1 geniigen. Sie bilden fiir sich eine Gruppe. 


Fiir die Transformationen, wofiir »—-—1 ist, liegen die Verhialtnisse 
anders, 
Hat man 
——= G — Te (G> ee 
und 
— C=) Clee 
so ist 


T, 1, C=T, —C 1p f Ga Ge 
1) Voss, lic. S, 294, 


519 


Das Produkt der beiden Transformationen T,; und T, mit »——1 ist 
eine Transformation mit x1. Die Transformationen mit x——1 bilden 
ein adjungiertes System zur Gruppe der Transformationen mit x—1. 
Wir erhalten sie also, indem wir eine Transformation mit x ==—1 bestim- 
men und das Produkt von T mit der Gruppe x1 bilden. 

Eine solche Transformation T kénnen wir immer durch eine gewisse 
Vertauschung der x; und der y; Koordinaten erhalten. Sind die Zahlen e;; 
samtlich gleich 1, so nehme man 


Kee =a ees ee et (1151) 


Ist das nicht der Fall, so ist die Transformation etwas weniger einfach. 
Wir kommen auf diese Sache bei der Durcharbeitung eines Beispiels 
zuriick, In jedem Falle ist eine Transformation mit x==—1 eine solche 
welche die Gebilde W, und W, vertauscht. 

Wir haben bis jetzt eine Kollineation, welche Q invariant lasst, immer 
der Kiirze wegen eine Bewegung genannt. 

Es bleibt dann dahingestellt, ob wir mit einer eigentlichen Bewegung 
oder mit einer Spiegelung zu tun haben. 


12. Samtliche Transformationen welche der Gleichung (9.3) geniigen, 
lassen die Deckfigur von C offenbar invariant. 

Die in dem Abschnitt (II) untersuchten, mit dem Komplex kovariant 
verbundenen Gebilde bleiben bei jeder Bewegung, welche den Komplex 
invariant lasst, im Ganzen in Ruhe. 

Im Besondern gilt das also fiir die zum Komplex gehérige Achsenfigur. 

Wir bemerken noch, dass man auch immer leicht eine Bewegung ange- 
ben kann, wobei jede Achse fiir sich in Ruhe bleibt. Man nehme die Bewe- 
gung wobei 


B, a= OM . Q ;; ; 5 . ° ‘ 5 (12,1) 


man hat dann weiter 
Be OO) aa OCR Eee his ies (12,2) 


In W, und in W, bleiben dann gewiss die Deckfiguren Punkt fiir Punkt 
in Ruhe und damit auch jede Achse. 


13. Wir fiigten in unsrer Untersuchung jedem linearen Komplex eine 
sogenannte Produkt-Kollineation C zu. Im allgemeinen ist C nicht eine 
Bewegung. Dann wiirde namlich die Gleichung 


C.=e Cm 


gelten miissen. Die Kollineationen C, und Cy, wiirden involutorisch sein 
und dieser Umstand kommt, wie man leicht nachgehen kann, nur bei dem 
Typus vor, wo C; und Cy beide identische Kollineationen sind. 7 


Proceedings Royal Acad. Amsterdam. Vol. XXXV, 19372. 
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Wir bestimmen nun aber die zu C gehdrige Infinitesimaltransformation. 
Jedem Punkt P wird dabei eine Richtung zugeordnet und zwar, die Rich- 
tung der Geraden PP’, wo P’ der durch CP zugeordnete Punkt ist. 

Die infinitesimale Transformation erhalt man, indem man in der 


Gleichung 
(x oy Nee (CCT) ec, ey) (13,1) 


wo I die identische Kollineation ist, den Limesvorgang t— 0 ausfiihrt. 
Schreiben wir ausfiihrlicher die Zuordnung nieder : 


x 


= (E+E 1413) % + 8812 X2 Be og ee 
Hy = Tay X + (1 + 1422) 2 + Sus) st tadn Le 


fee ee ey a SR os + (1 + tana) Xn 
x. ee at (13,2) 
Yos=(l=tay7) Uy ao ee a TaniYe. 
Y5 os Ta12 Yj -+ (1—tra2) Y2 iets Oe er — Tan2 Yn 
y., == — tain Yi hae Tet ky ff Daeg i GO + (1—tapn) Yn 


Substituiert man in 


/ 


eo pew e ew ipiame & ¢ BS Uh. 
dann erhalt man 
X91 + X32 Uo +... Xn On tT tA, a AS 
Fiihrt man die Substitution wirklich aus, dann findet man leicht 


A,—0 


also 
d (xc. y, + Xe Unis 13.3 
dt 1 1 . . . ° n ) . . . . . . ( , ) 


d.h. die zu C gehorige infinitesimale Transformation ist eine infinitesimale 
Bewegung. 


Dieses Resultat kann man auch auf etwas andere Weise erzielen. Fasst 
man die Gleichungen (13, 2) zusammen durch 


de C1) Bee Ei fy}, Pe re AR ows (13,4) 


und beriicksichtigt man dabei dass die Koeffizienten der infinitesimalen 
Transformation entgegengesetzt werden, wenn man die endliche Kollinea- 
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tion, die man zum Ausgangspunkt nahm, durch ihre Inverse ersetzt, dann ist 


dx d 
a eae == (C))" @). eee oe (13.5) 


wobei die Bedingungen (9, 9) erfiillt sind. 

Die Kollineation C fiigt jedem Punkt den Pol des Nullraumes zu. 

Wir erhalten also folgende nicht-Euklidische, mehrdimensionale Erwei- 
terung des Satzes von CHASLES : 

Jeden linearen Komplex kann mann erhalten aus einem Bewegungszu- 
stand des Raumes. Die Nullkorrelation ist diejenige, welche einem Punkt 
den Raum zuordnet, welcher zur momentanen Bewegungsrichtung senkrecht 
steht. 

Die Achsen der Schraubenbewegung sind diejenigen des Komplexes ; 
ihre Parameter sind durch diejenigen des Komplexes bestimmt. 

Unsre Klassifikation der linearen Komplexe ist zugleich eine der infini- 
tesimalen Bewegungen des Raumes. 

Die infinitesimale Transformation kann man, falls C in der Normalform 
steht, auf bekannte Weise integrieren. Es entsteht dann eine eingliedrige 
Bewegungsgruppe. 

Die Diskussion der dabei auftretenden linearen homogenen simultanen 
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten fallt zusammen mit 
der Frage nach dem Typus des linearen Komplexes. 


14. Wir denken uns zwei lineare Komplexe L und L,. Die zu L gehori- 
gen x- und y-Kollineationen seien C, und C2 ———C’;; wir setzen voraus 
dass die zu L, gehérigen sind C,—! und also (—C,—1)’—C,—1. Die 
Produktkollineationen von L und L, sind invers. L und L, haben im Beson- 
dern dieselbe kovariante Figur, also auch dieselben Achsen. 

Ist nun P ein willkiirlicher Punkt, V sein Polraum, U sein Nullraum bz. 
L,P’ der Pol von U, so ordnet C dem Punkt P den Punkt P’ zu; Co 
ordnet P’ den Punkt P zu, im Komplex L, ist also dem Punkt P’ der Raum 
V zugeordnet. 

Wir haben also: Sind in L ein gewisser Punkt und ein gewisser Raum 
einander zugeordnet, so sind in L, die polaren Figuren einander zugeord- 
net. Im Besondern bilden die Leitraume von L und L, polarreziproke Man- 
nigfaltigkeiten. Die Komplexe L und L,; werden durch dieselbe Bewegungs- 
gruppe in Ruhe gelassen. 

Wir nennen die Komplexe L und L, apolar. Es gibt auch Komplexe, 
welche wir autopolar nennen werden; sie sind mit sich selbst apolar. Sie 
geniigen der Bedingung 

Cree CT: 
C, und also auch Cy sind also involutorisch, und da die charakteristischen 
Wurzeln von C, und Cy verschieden sind, miissen C, und Cy identische 


Kollineationen sein. 
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Mathematics. — Der Basissatz ftir endliche ABELsche Gruppen. Von 
J. M. Srorcu. (Communicated by Prof. W. VAN DER WOUDE.) 


(Communicated at the meeting of April 30, 1932.) 


Das Folgende enthalt einen neuen Beweis fiir den Basissatz fiir end- 
liche ABELsche Gruppen. Die Hilfssatze 3 und 4 enthalten zusammen 
den Beweis fiir Gruppen von Primzahlpotenzgrad. 


Hilfssatz 1. Eine endliche zyklische Gruppe hat eine Basis deren 
Elemente sdmtlich Primzahlpotenzordnung haben. 
Beweis. Es seien 


A, A?,..., A* (= E) 


die Gruppenelemente und h =p™p>....p" die Primfaktorenzerlegung 
des Gruppengrades. Dann bilden die Elemente 


hh h 
JAE INE INE 
eine Basis. Denn wenn in 
h h h 
Oy ae 00) se wor 5 
YAW els a) fe 1! 
die®Zahlenta; (== 1 26a 7) dies Werte lec eee , p% durchlaufen, erhalt 
man pi p%?...p" —h Gruppenelemente. Diese sind auch alle verschieden, 
denn aus 
h h h h h 
Pitre 2 ee Be z Ween ple iA p 
ADELA, Pac An oEije ee AUS Ags Cem antes 


erhebt : 


folgt, wenn man zur Potenz 


ry 
i 


We OE ewe 
Bi ( a ) Vi ( =e ) 
A Pa == /\ we 
und hieraus 


a h oa h 2 
i ( Pi ) ate ( Pi! ) (mod h) also, B; = 7; (mod pvi ) 


i 


Hilfssatz 2. Jedes Element einer endlichen ABELschen Gruppe ist ein 
Produkt von Elementen von Primzahlpotenzordnung. 
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Beweis. Es sei A das Element. Die von A erzeugte zyklische 
Gruppe hat nach Hilfssatz 1 eine Basis deren Elemente P,Q,R,... 
Primzahlpotenzordnungen haben. Also A = P* Q’ R”... 


Hilfssatz 3. Es sei eine endliche ABELsche Gruppe gegeben in der die 
Elemente alle als Ordnung eine Potenz derselben Primzahl p haben. Wenn 
eine Relation 


RE. eetehey) 


besteht fiir Elemente von Ordnungen = p* und keine fiir Elemente von 
Ordnungen > p*, kann man eins der in der Relation vorkommenden 
Elemente von der Ordnung p* darstellen als Produkt von Potenzen der 
iibrigen A; der Relation und eines Elementes F von einer Ordnung < p*. 

Beweis. Es sei g—p! (I=0) die hdchste Potenz von p die in 
sdmtlichen a; aufgeht. Dann ist 1<k weil Elemente von der Ordnung 
p* in der Relation vorkommen und also wenigstens ein a; nicht durch 
p* teilbar ist (S. Fussnote). Es sei 


Ags Aine eae ens L 


Die Ordnung von F ist=g, also < p*. Es sei n diejenige oder eine 


derjenigen der Zahlen - die nicht durch p teilbar sind. Dann lasst sich 


A,, auflésen und darstellen als Produkt von Potenzen von F und den 


k 
iibrigen A;. A,» kann nicht eine Ordnung > p* haben, weil sonst Af, dar- 
stellbar ware als Produkt von Potenzen von Elementen von Ordnungen 
>p*, was eine den Voraussetzungen widersprechende Relation geben 
wiirde. 


Hilfssatz 4. Die Gruppe von Hilfssatz 3 hat eine Basis. 

Beweis. Wenn eine Relation existiert zwischen Elemente von der 
‘héchsten vorkommenden Ordnung p”, kann man nach Hilfssatz 3 ein 
Element auflésen. Dieses Element lasst man fort. Man wiederholt diese 
Operation bis man ein System von Elementen von der Ordnung p” iibrig 
hat, zwischen denen keine Relation mehr besteht. Dann nimmt man die 
Elemente von der Ordnung p*! hinzu. Wenn jetzt zwischen den Elemen- 
ten von der Ordnung p*—! und den iibriggebliebenen Elementen von der 
Ordnung p" eine Relation existiert, kann man nach Hilfssatz 3. ein Element 
von der Ordnung p*—! auflésen und fortlassen. Man fahrt in derselben 
Weise fort, bis keine Relation mehr existiert zwischen den iibriggeblie- 
benen Elementen von den Ordnungen p” und p*™. Dann nimmt man 


1) Wir setzen dabei voraus dass kein ai durch die Ordnung des zugehdrigen Elementes 


Aj teilbar ist. 
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die Elemente von der Ordnung p’~? hinzu, u.s.w. Am Ende hat man 
Elemente, zwischen denen keine Relation besteht. Aus der Weise in der 
diese Elemente konstruiert sind, ist unmittelbar klar, dass auch jedes 
Gruppenelement durch die iibriggebliebenen darstellbar ist, 


Hauptsatz. Jede endliche ABELsche Gruppe hat eine Basis deren 
Elemente Primzahlpotenzordnung haben. 
Beweis. Es seien 


A; B; Cie (f= 3192 03 ae) 


die Elemente deren Ordnungen Potenzen der Primzahl p; sind. (p?' sei 


die héchste der vorkommenden). Diese bilden eine Gruppe, welche nach 
Hilfssatz 4 eine Basis P; Q; R; .... besitzt. 


PiQ, Rie 2 OR; BPO RS ee eee 


alle zusammengenommen bilden dann eine Basis der ganzen Gruppe, 
weil nach Hilfssatz 2 jedes Element darstellbar ist als Produkt der Elemente 


ACB. Glia AMBs Gan AND: Cee 


also auch als Produkt von Potenzen der Elemente (1). Diese Darstellung 
ist iiberdies eindeutig, denn aus 


PA QRRY Te Dee) Rua aD OMT ie Geer eee 


wiirde durch Erhebung in die Potenz Pr’ P2'P3' «+ ** eine Relation zwischen 
Py 

P, Q; R; Oe folgen. 

Mathematics. — Zur allgemeinen projektiven Differentialgeomettrie. |. 


Einordnung in die Affingeometrie. Von D. vAN DantziG. (Com- 
municated by Prof. W. VAN DER WouDE). 


(Communicated at the meeting of April 30, 1932). 


§ 1. Einleitung. 


In einer eben erschienenen Arbeit') habe ich gezeigt, dass es mdglich 
ist, eine Theorie der projektiv zusammenhdngenden Mannigfaltigkeiten 


1) D. VAN DANTZIG, Theorie des projektiven Zusammenhangs n-dimensionaler Raume, 
Math. Ann. 106 (1932) 400—454, zitiert mit TPZ. Es werden die Bezeichnungen des 
Nachtrags zu TPZ benutzt, unter Weglassung des dort verwendeten*. Fiir einige 
Abweichungen vgl. Fussnote 19), 11), sowie den Anfang von § 2. 
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aufzubauen, die die sdmtlichen alteren Theorien’) umfasst und verallge- 
meinert. Der wesentliche Schritt war die Ersetzung der Gruppe %,, aller *) 
Transformationen in n Verdnderlichen durch die Gruppe n41 aller 3) 
homogenen Transformationen ersten Grades‘) in n+ 1 Verdanderlichen. 
Weiter wurde der Begriff eines allgemeinen projektiven Zusammenhangs 
eingefiihrt, zu dem weder geodatische Linien noch eine Uebertragung 
(bzw. kovariantes Differential) zu existieren brauchen, sodass derselbe sich in 
keiner Weise aus einem (n-dimensionalen) affinen Zusammenhang erhalten 
lasst. Damit ist die allgemeine projektive Differentialgeometrie*) zu 
einem autonomen Bestandteil der Differentialgeometrie geworden®*) und 
es fragt sich, den Kleinschen Ideenkreis auch auf diese gekriimmte 
Mannigfaltigkeiten zu erweitern. 

Das erste sich darbietende Problem ist: die Theorie des affinen 
Zusammenhangs in die Theorie des projektiven Zusammenhangs ein- 
zuordnen. Bekanntlich entsteht die (gewdhnliche) affine Geometrie aus 
der (gewohnlichen) projektiven Geometrie durch Auszeichnung einer 
(‘‘unendlichfernen” oder “‘uneigentlichen’’) Hyperebene. In der allgemeinen 
Differentialgeometrie ist das Verhaltnis ganz analog: die Affingeometrie ’) 
lasst sich dadurch aus der projektiven Differentialgeometrie gewinnen, 
dass man in jeder lokalen Mannigfaltigkeit eine den Beriihrungspunkt 
nicht enthaltende Hyperebene auszeichnet (§ 3). In diesem Fall lasst 
sich weiter aus jedem projektiven Zusammenhang eindeutig ein affiner 
Zusammenhang §) herleiten. Zum Schluss werden die wichtigsten durch 
den projektiven Zusammenhang bestimmten Kurvensysteme (“geodatische 
Linien”) untersucht (§ 4). Im einleitenden § 2 wird eine kurze Uebersicht 
iiber die wichtigsten Grundbegriffe gegeben; fiir eine ausfiihrlichere 
Darstellung sei auf TPZ verwiesen, sowie auf eine demnachst gemeinsam 
mit Prof. J. A. SCHOUTEN zu veréffentlichende Arbeit. 

Auf die Einordnung der projektiven Differentialgeometrie in die affine 
mit um Eins erhdhter Dimensionszahl, sowie auf die Einordnung der 
konformen Differentialgeometrie in die projektive hoffe ich bei einer 
spateren Gelegenheit einzugehen. 


2) Bur die wichtigste Litteratur vgl. TPZ, sowie ENEA BORTOLOTTI, Connessioni 
proiettive, Boll. Un. Mat. Ital. 9 (1930) 288—294; 10 (1931) 28—34; 83—90. 

3) Von allen vorkommenden Funktionen wird (auch ohne ausdriickliche Erwahnung) 
vorausgesetzt, dass sie analytisch und im betrachteten Gebiet regular sind; von allen 
Transformationen iiberdies dass sie ebendort eine eindeutige Umkehrung gestatten. 

4) Aber nicht notwendig lineare ! 

5) Wir benutzen diesen Ausdruck fiir die Theorie der projektiv-zusammenhangenden 
Mannigfaltigkeiten, in Gegensatz zur gewohnlichen projektiven Differentialgeometrie der 
in sich ebenen (“euklidischen’’) Mannigfaltigkeiten. 

6) In den Alteren Theorien hatten wenigstens die Differentiationsindizes noch Vektor- 
charakter, ausser bei VEBLEN, wo aber noch ein formaler Unterschied bestehen bleibt. 

7) Kurz fir Mannigfaltigkeit mit allgemeiner Gruppe &, . 

8) Kurz fiir die allgemeine lineare (nicht notwendig symmetrische) Uebertragung Ln (III A «) 
nach der Klassifizierung von J. A. SCHOUTEN, Der Ricci-Kalkiil, Berlin, Springer (1924) S. 75. 
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§ 2. Allgemeines. 


Wir bezeichnen mit 


die Gruppe aller?) Transformationen &* > & =é"(E',..., &°) in 
ne Nariablens (hs os, (=, en en ee et) eee 


+1 die Gruppe aller?) homogenen Transformationen ersten Grades *) 


C2 


x” > x" =x" (x, x!,.,., x") in n+1 Variablen (,x,...,0=0, 1,...,n 

Ce AU lee TU): 

die Gruppe aller Punkttransformationen x” —> x”= x” (9 homogen’ 
nullten Grades in den x”); 

eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Urvariablen é* und G, als 
Gruppe der Koordinatentransformationen ; 

eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit n-+ 1 (iiberzahligen, 
“homogenen”) Koordinaten x” und §,41 bzw. % als Gruppe der 
Koordinaten- bzw. Punkttransformation (in TPZ mit "*'H bezeichnet); 
eine X, mit allgemeiner linearer Uebertragung; 

eine H, mit allgemeinem projektiven Zusammenhang (in TPZ mit 
"+1D; in alteren Arbeiten von J. A. SCHOUTEN mit SS, bezeichnet ; 
eine in sich ebene (‘‘euklidische’) L, ; 

eine in sich ebene (“projektiveuklidische”) P, (d.h. Mannigfaltigkeit 
mit gewodhnlicher projektiver Geometrie) (in TPZ mit ™*'E, bei 
J. A. SCHOUTEN friither mit P, bezeichnet). 


Uebersicht iiber die Transformationsweisen. 


bei Oat bei mB) 
(v’) (») — 
Skalar r-ten Grades =p Dp — 0" D 
Kontravarianter Punkt °) “r cae =, aes 
Yes v — 
r-ten Grades A; : re 
Kovarianter Punkt°) r-ten ; any 
Grades wy = Ny w, w,=olw, 


: 4 Re he oe d perv! ay =F es ‘ 
Projektor t-ten Grades (z.B.) Xypr = yan Xo es Xia OtlXa 


(Projektive) Dichte r-ten may) = 
Grades vom Gewicht tf P=A “?P: p=otp 
Projektordichte r-ten Grades eee My! =A. 
= /A—-t #3} eae re rip ees r 
vom Gewicht f (z. B.) Ho Bien Bae 


(Projektives) geometrisches , ’ 
Objekt irgendwie irgendwie 


) In TPZ mit ,,kontravariantem Ort t-ten Grades’ bezeichnet. Es ist aber besser, den 
Ausdruck ,,Ort’ fiir Mengen koinzidenter Punkte av” mit vollig freiem Faktor 2 zu 


reservieren, was hier auch geschehen wird. Ohne Beschrankung kann man aber voraus- 
setzen dass 2 homogen nullten Grades ist. 


a2F 


wo 
ess a) 
ae", 10) 11 (ae 
Hd, x",19)") 9 al 
A ee ee (1) 
KN, == Oy oe , One aon 
0x” } 


die gemischten Bestimmungszahlen (Funktionalmatrix) des Einheitsprojektors 
J, sind und 


DE Der(y eee eel. (2) 


die Funktionaldeterminante ist. 

Nimmt ein geometrisches Objekt den Faktor o° an, wenn man fiir 
konstantes ¢ erst die Transformation x’—ox’ aus %§ und dann die 
Transformation x’ > x” =o! x’ aus ,4: ausfiihrt '%), so heisst « der 
Exzess des geometrischen Objektes. Fiir (einen Projektor oder) eine 


Dileres ibe 


Projektordichte r-ten Grades %j,.11;.'"°" vom Gewicht f (¢ heisst die 


kontravariante Valenz, s die kovariante Valenz, s+ t die Valenz) ist 
Seto) Sate A ae) 
Das Gewicht '3) eines kovarianten Punktes w, ist der Skalar 
AUT Ne ee ee ee. eed) 


Jeder Hyperebene der lokalen E; die den Beriihrungsort x’ nicht enthalt 
kann eineindeutig ein kovarianter Punkt mit Gewicht 1 zugeordnet 
werden. Fiir kontravariante Punkte ist eine solche Zuordnung nur im 
projektiv-affinen Fall (§ 3) mdglich. 

Sind & (h,...,1=1,...,m) irgend n unabhangige homogene Funktionen 
nullten Grades der x’ 14) (dh. x” 0, é* = 0), die der Gruppe ©, unter- 
zogen seien, so bestimmen sie eine X,, deren Punkte den Orten der 
H, eineindeutig entsprechen, also mit diesen identifiziert werden konnen ae 


Die Transformationen von @, und 9,4: seien ganz unabhangig von 


10) In TPZ mit A” bezeichnet. Den gew6hnlichen Buchstaben A wollen wir aber fiir den 


Einheitsaffinor reservieren. P 

11) Wir verwenden das Zeichen = wenn die linke oder rechte Seite einer Gleichung ein 
Projektor ist, und die Gleichung nicht bei allen holonomen oder anholonomen Transfor- 
mationen der Bezugssysteme (und zwar fiir jeden einzelnen Index fiir sich) invariant ist. 

12) Dieser Prozess ist ein spezieller Fall des aus der Lehre der Deformationen bekannten 
,,Mitschleppens’’ eines Koordinatensystems. 

13) Im Mobiusschen Sinne. Nicht zu verwechseln mit dem Gewicht einer Dichte. VEBLEN’s 
“weight” oder “index"’ entspricht nicht unsrem Gewicht sondern unsrem Exzess. 

14) In TPZ §14 wurden nur die speziellen Funktionen gh = = betrachtet. 

15) Dennoch darf der Unterschied zwischen Xn und Hn selbst nicht vertuscht werden, 
weil geometrische Objekte der Xn und der Hn ganz verschieden sein kénnen. 
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einander gehalten, d.h. die &* bzw. die x’ seien Skalare bzgl. Da+1 7 
bzw. G,. Setzt man 


Fi 0, Fa Gd, 


so transformiert E, sich mit dem Index k wie ein Affinor, mit dem 
Index « wie ein Projektor : 


Eo a al Oe ee | 
Dabei bezeichnet A* den Einheitsaffinor der X,.E; bildet das Ver- 


bindungsglied zwischen Affinoren und Projektoren: jedem kontravarianten 
Punkt ordnet er in eindeutiger Weise einen kontravarianten Vektor und 
jedem kovarianten Vektor in eineindeutiger Weise einen kovarianten 
Punkt vom Gewicht 0 zu: 


ke ke es 
tok == Fh) we He pe Mia Oe 


Zu beachten ist, dass ’v* nicht nur vom Ort Av’ sondern vom Punkte 
v’ selbst abhangt. 


§ 3. Projektiv-affine Mannigfaltigkeiten. 


In jeder lokalen EX der H, sei eine nicht durch x” hindurchgehende 
Hyperebene ein fiir allemal gegeben. Nach dem obigen kénnen wir sie 
eindeutig durch einen kovarianten Punkt f, mit Gewicht 1 und Exzess 0 
darstellen: 


Gi ee ee ee 


Wir nennen eine solche mit einem Hyperebenenfelde ausgestattete 
Hi, projektiv-affin. In einer projektiv-affinen H, kann man auch jedem 
kontravarianten Punkte v” ein Gewicht 


U0" bie. . Ve | 


zukennen, und jedem kontravarianten Orte der nicht in f, liegt einein- 
deutig seinen kontravarianten Punkt mit Gewicht 1 zuordnen. Dem 
Affinorprojektor E* lasst sich jetzt eindeutig einen dual entsprechenden 
Ey zur Seite stellen, der eine Lésung ist der Gleichungen 


EY R= Al, 4 B20. 2 o.oo 10) 


In einer projektiv-affinen H, gibt es eine eineindeutige Abbildung von 
den ko- und kontravarianten Punkten mit Gewicht und Exzess Null 
der FE; auf den ko- bzw. kontravarianten Vektoren der Eee 


= i a he 4 
vt = Eo Air yt, = 0 


(11) 


Ai a os y ke 
w,;=Ejw, fir wx =0; w,z=Eiwy 
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Wir kénnen diese also mit einander identifizieren (was wir durch 
Verwendung desselben Kernbuchstaben zum Ausdruck bringen) und 
Affinoren als eine spezielle Art von Projektoren, insbesondre Vektoren 
als eine spezielle Art von Punkten, namlich als Punkte mit Gewicht und 
Exzess Null betrachten. Mittels dieser Zuordnung stellt sich der Affinor- 
projektor E; als identisch mit dem Einheitsaffinor Aj (aber nicht mit 
dem Einheitsprojektor 7%!) heraus; wir werden dementsprechend den Kern- 
buchstaben E durch A ersetzen: 


One ae Ae A et, Ay—=0...4 .. (12) 
Ap Nix’ ti 


Die Differenz zweier ko- oder kontravarianter Punkte ist dann und 
nur dann ein Vektor, wenn die Punkte gleiches Gewicht haben. Dem- 
zufolge kann man jedem ko-~ und kontravarianten Ort pw, bzw. dv” der 
nicht durch x’ hindurchgeht, bzw. nicht in ¢, liegt, eindeutig einen Vektor 

! his ; - 

w', bzw. v” zuordnen mittels der Beziehung 


1 1 
03S = A ve Se" tt 0; |] 
v v 


(13) 
/ aha? : 
ty Wu — be = Aur, om i.a £0. 
oder mit affinen Bestimmungszahlen: 
Eee Aby spiral 9 Ries 2 ee eee (14) 
v w 


v’” und w', sind namlich invariant bei Ersetzung von v” bzw. w, durch 
mit diesen koinzidente Punkte. Geometrisch ist dv” der Schnittort von 
f, mit der Verbindungsgerade von v” und x”; der Faktor 4 andert sich 
dann und nur dann wenn der Ort von v” sich iiber diese Gerade bewegt, 
und wird dann und nur dann Null wenn v” mit x’ koinzidiert. Ent- 
sprechend ist uw, die Verbindungs-E;_-1 von x, mit der Durchschnitts- 
E*_, der beiden E%_; w, und ¢,; der Faktor mw 4ndert sich dann und 
nur dann wenn diese E*_; im E*:-Biischel um diese Ex_2 dreht, und 
wird dann und nur dann Null wenn sie mit ¢, koinzidiert. Wegen (13) 
ist die Inzidenzbedingung v’ w, =0 fiir ko- und kontravariante Punkte 
mit der Inzidenzbedingung v” w’, = 1 fiir die zugehérigen Vektoren daqui- 
valent. Durch seinen Vektor v” bzw. w’, und sein Gewicht v bzw. w 
ist jeder Punkt v” bzw. w, eindeutig bestimmt: 

ie v(v’ +x’) firv 40 - _(w(w, +6) firw #0 


y 
YP) 


v fiir v—0 meee fiir w — 0. 


(15) 


Definiert man die Differenz zweier Orte ju”, dv” durch 


re eee fe 0, vase tes... «= - (16) 


UV u 
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so ist sie stets ein Vektor, und man verifiziert leicht, dass sie mit der 
Punktdifferenz der MOpius-GRASSMANNschen Punktrechnung identisch ist. 
Deutet man t, als ‘“‘unendlich-ferne’” Hyperebene, so kann man nicht 
nur in der E*, sondern auch in der H, selbst bis auf Gréssen zwei- 
ter Ordnung genau infinitesimale Parallellogramme bilden '°), die den 
Additionseigenschaften der Linienelemente entsprechen. Sind namlich 
y’, 2’, uw’, v’, vier Orte der H, die in einer infinitesimalen Umgebung des 
Ortes x, der H, liegen, so verifiziert man leicht ), dass die Bedingung 
fiir die Parallelogrammlage 


ia be wa tte Be 


y" t 2" ft he ut vt , (ty == tu ) (x) 


bei §} exakt invariant und bis auf Gréssen zweiter Ordnung bei Dn+1 
invariant und unabhangig von der Lage von x, ist. 

Ist y” ein infinitesimal benachbarter Punkt der H, von x”, so ist das 
Differential dx” = y” — x” bekanntlich nicht bei ? invariant : 


d= pdx do. =. 8. ee) 


In einer projektiv-affinen H, kann man ihm aber eindeutig ein Vektor- 
differential d’x” zuordnen, das wohl bei 7% (relativ) invariant ist, nur vom 
Orte von y” abhangt und mit dem gewohnlichen Linienelemente iiber- 
einstimmt : 


Ox == An dx == dx (t, dx") x? ar as An de weet} 


Die Affinisierung der projektiven Differentialgeometrie mittels eines 
kovarianten Punktes ¢, mit Gewicht 1 erklart auch die Bedeutung der 
projektiven Dichten fiir die alteren Theorien '°) ; 

Ist namlich © eine beliebige projektive Dichte vom Grad r und vom 


Gewicht £0, so ist 


l 
G On & 


* 
ines 


eine teilweise unbestimmte Hyperebene die nicht durch den Beriihrungs- 


'6) Daraus folgt natiirlich noch nicht die Existenz einer Uebertragung, weil dazu die 
Existenz eines Parallelismus bis auf Gréssen drifter Ordnung genau erforderlich ist. 
7) Man braucht dazu die Transformationsformeln fir y”? = x’ + dx’ usw., als 


Punkte der Hn (nicht der E* ) betrachtet : 


y” = x” (y) = x" (x) + dx" yr” + 4 dx* dx? Oy x” See a 


— yy" Wty dx ax One 
18) Vgl. TPZ, § 14. 
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punkt geht. In der Tat kommt © in den Alteren Theorien (bei geeigneter 
Umformung) ausschliesslich in der Verbindung (21) vor. Wegen 


x’ 0 EC=rEC=—=cC+(n4+ 1) 


ist t, fiir Dichten vom Exzess Null dann und nur dann normiert wenn 


i 


ist. 


ails 
n+1 
§ 4. Projektiver und affiner Zusammenhang. 


Es sei jetzt mittels eines Funktionensystems II}, vom Grade — | mit 
Transformationsweise 


Ty eT PRON Ope G ee  «(19) 


in der H, ein beliebiger projektiver Zusammenhang gegeben. Zwecks 
spaterer Verwendung verzeichnen wir die Formeln: 


xt V i.e = + PP’ vt; xt Vw, —Plhw . . . (20) 
ee Ode Iyax ee Nay bi Pi xt CQ. .xt. (21) 


Der projektive Zusammenhang bestimmt eindeutig eine Korrespondenz 
die jedem Punkte v” den Punkt x"V,v” zuordnet. Weil x“V/,, 4 fiir jeden 


Skalar 2 vom Exzess Null verschwindet, ist x Vdv” = Ax" Vv” , sodass 
die Korrespondenz eindeutig eine projektive Abbildung (fiir die Orte) der 


E. in sich bestimmt. Diese bestimmt ihrerseits die Korrespondenz nur 
bis auf einen beliebigen Faktor welcher durch eine beliebige nicht ver- 


schwindende Invariante von P”,, z.B. P’,oder P', P’, festgelegt werden 
kann. 7°) 
Wegen (16) bestimmt dx" V ,, v” im allgemeinen keinen bestimmten Punkt; 


der Ausdruck ist nur bis auf ein beliebiges Vielfache des korrespondierenden 
Punktes x"“V,v" bestimmt. Es existiert also im allgemeinen kein ko- 
variantes Differential. Um ein solches zu erhalten gibt es zwei Moglich- 
keiten: erstens kann das die Unbestimmtheit verursachende Zusatzglied 
verschwinden weil P’, =0 ist”); zweitens aber kann es gelingen, 
aus den unendlich vielen méglichen Punkten eindeutig einen heraus- 
zuwahlen. Dieser Fall tritt in einer projektiv-affinen P,, auf, weil man da 


19) In TPZ Nachtrag mit B;” bezeichnet. 


20) Bei der wichtigsten physikalischen Anwendung ist Pp e Py bis auf einen konstanten 
Faktor die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes. 
21) Vgl. TPZ § 7, 8. 
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das Differential mittels (18) normieren kann. Den dadurch entstehenden 
kovarianten Differentialoperator bezeichnen wir mit 6: 


dd’ x* V,=dxt Ai Vo= dx Ve Ee dx ye V1 7) ee) 
Dieses kovariante Differential definiert im allgemeinen noch keine affine 
Uebertragung, weil das kovariante Differential eines Affinors im allgemeinen 


kein Affinor sondern ein Projektor ist. Durch den projektiven Zusammen-~ 


hang ist aber wohl ein affiner Zusammenhang mit Differentialoperator 
A 
VY, mitbestimmt, den man erhalt wenn man den Affinorteil der kovarianten 


Ableitung eines Affinors nimmt: 


A 

Vet! Ate Vr Ure Ober 

Ri Vax =0.p > + (23) 
Vi Aaa ate eta see 


Sind ir, — Ai’, Ik, + Ajo, Af die zugehérigen Uebertragungsparameter 


Luk 
und ist 
v/ yv A v 
AG 11 — IT, ob me & of 6 (sc (24) 


so ist 
Xi = — x Vib t Phito QQ. +A Plat, e+ 


(25) 
+ tr tyb” +x’ 6 Qe te 


wo 
Vie = AV. tos P*) = As. Pe, Gee = Agi, OF begezs A, be (26) 
die Affinorteile der ungestrichen Gréssen bezeichnen. Damit der Differential- 


A 

operator V, selbst bei Anwendung auf Affinoren mit V,, identisch ist, 
ist notwendig und hinreichend, dass 7, x’, \/, f, und P”, die folgende 
Gestalt haben : 


V pC = quer. | Viet = ¢, ha ro 
Di Px t PD = dp ccee ae ee en 23) 


In diesem Fall kann man den projektiven Zusammenhang also selbst 
einen affinen Zusammenhang nennen. Umgekehrt bestimmt ein affiner 
Zusammenhang mit den Parametern I/{; eindeutig einen projektiven Zusam- 
menhang, (wenn man noch fordert dass q,=0, also auch P= ist) sobald 
die mit der “uneigentlichen”’ zu identifizierende Hyperebene der E* gegeben 


22) Man kann dies auch so auffassen, dass der Differentialoperator \/u durch 


sce. , . Hy / ) *y 
fs Al We ersetzt wird. Es ist dann 1]*” — Ty, — P’, t,,, sodass Py = 0 wird. 


hu 
Fiir \/u gelten die Ausfiihrungen von TPZ, und das in (22) definierte kovariante Diffe- 
rential ist dem gewdhnlichen Differential (TPZ. §7) bzgl. Wi gleich. 
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ist. (27) besagt, dass der Beriihrungsort und die uneigentliche Hyperebene 
(affin: der kontra~ und kovariante Nullvektor) bei der Uebertragung 
kovariant konstant sind. Dagegen besagt (28) dass die Korrespondenz 
vollstandig entartet, namlich jeden ko- bzw. kontravarianten Ort ins 
Unendliche bzw. in den Beriihrungsort iiberfiihrt. Nur fiir P—0O ist die 
Uebertragung mit der nach der ersten Methode erhaltenen identisch. 

Ein geodatisches Ortsfeld wird gegeben durch eine Gleichung von 
der Form 


VRUH OF 004.. We tihee hs 2 1S RY. (29) 


Diese Gleichung behalt ihre Form bei Ersetzung von v” durch dv’. 
Durch geeignete Wahl von 4 kann man erreichen dass y—0O wird; 
verbindet man jeden Ort dv” der E; mit dem zugehGrigen x” durch 
eine Gerade, so wird in der H, ein Richtungsfeld bestimmt; die 
zugehérigen Kurven, die wir pseudogeodatische Linien nennen, hangen 
nur vom Ort jv” (nicht vom Gewicht von v”) ab. Im allgemeinen 
andert sich die pseudogeodatische Linie aber wenn man den Anfangsort 
dv” durch einen mit ihm und x” kollinearen Ort (also unter Erhaltung 
der Anfangsrichtung) ersetzt. Damit die pseudogeodatische Linie bei 
allen solchen Aenderungen invariant bleibt (in diesem Fall nennen 
wir sie geodatisch) ist notwendig und hinreichend dass P’,+ Q’idie 
Gestalt 


De) por eae es ea (30) 


hat 23). Dies ist die erste Méglichkeit um eindeutig ein Kurvensystem in 
einer P, zu bestimmen; pseudogeodatische Linien existieren in jeder P,. 
Die zweite Méglichkeit ware wiederum, aus allen méglichen Orten /v’ 
eindeutig einen herauszuwahlen. Dies ist im projektiv-affinen Fall 
méglich durch die Bedingung dass v’ =v” ein Vektor sei. Die Defini- 
tionsgleichung der so entstehenden Linien 


Ct OV, aes we ee 3) vs (OL) 
ist dann und nur dann integrabel, wenn Vor f;, = 0 (vgl. 26) ist, also 


wenn V,, f;) die Gestalt 
V (2 fy = We by eee er... He (32) 


hat. Es ist dan u,=—t, P'. —t, Q’,. +t, b' t,. Falls Lésungen von 
(31) existieren, sind sie mit den affingeodatischen Linien, d.s. die (ge- 
wohnlichen) geodatischen Linien des affinen Zusammenhangs, definiert 


durch 
A 
PONG pete yan es ek SF > a (33) 


23) In TPZ wurden fiir Pj)” und OF einzeln Bedingungsgleichungen von der Form (30) 
gegeben. Die hier definierten geodatischen Linien sind nicht mit den dort definierten iden- 


tisch; anstatt der dortigen Definitionsgleichung H;;, ” —( (TPZ, § 10) geniigen sie nur der 


schwacheren Bedingung H\, by = (0). 
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identisch. Falls der projektive Zusammenhang selber ein affiner ist, ist 
dies wegen (27) immer der Fall. Ausser der pseudogeodatischen, der 
pseudo-affingeodatischen und der affingeodatischen Linien sind noch die 
halb-affingeodatischen Linien von Bedeutung, insbesondre fiir das Unifika- 
tionsproblem der Physik *4). Ihre Definitionsgleichung lautet: 


vlON| cu" = 00) pte ae Ree a 


Sie entstehen durch fortgesetzte Uebertragung eines Ortes (Nullsetzen 
des kovarianten Differentials (22)) in die Richtung seines Vektors (seiner 
Verbindungsgerade mit x’) und sind unabhangig vom Gewicht von 
v’ aber abhangig von der Lage des Ortes auf der Verbindungsgerade. 
Mit den affingeodatischen bzw. den pseudo-affingeodatischen Linien 
stimmen sie dann und nur dann iiberein, wenn Q’’,,=0 ist, d.h. wenn 


Q”,, die Form 
Qu = b te xe qu— qe \q=—Gqnc rn oor 


hat, bzw. wenn (35) und (32) gelten. Im letzten Fall sind also die halb- 
affingeodatischen, pseudo-affingeodatischen und affingeodatischen (aber 
nicht die pseudo-geodatischen) Linien identisch. Bei der physikalischen 
Deutung wird die Abweichung der halb-affingeodatischen von den affin- 
geodatischen Linien als die Anwesenheit eines elektromagnetischen Feldes 
gedeutet. 

Mann kann auf jeder geodatischen Linie einen Bahnkurvenparameter 
s (Skalar nullten Grades) einfiihren durch die Definitionsgleichung 


vt eS = lie ute Se ee ee ane 


die nur von der jeweiligen Richtung der Kurve abhangt ”). Ist ¢ ein 
beliebiger Parameter (Skalar nullten Grades) auf der Kurve, so ist 


al ee 
+ = v” und das Integral von (36) lautet = [p dt. Aus (36) folgt: 
/ yv v d k v 
dX = Agde4—— A, oe ds = A; (0 0.65) ds =v -dsu iain 


sodass man fiir den Differentialoperator v' V/,, findet: 


3 
Pee ED) 


VEN 


24) Sie stimmen in wesentlichen mit den von EINSTEIN und MAYER eingefihrten iiberein ; 


Vgl. auch J. A. SCHOUTEN und D. vAN DANTZIG, Ueber eine vierdimensionale Deutung 
der neuesten Feldtheorie, diese Proceedings, 34 (1931) 1398—1407, 


[ ty, dx 


25) *s : ’ oot 
4 : (N. B. dx” selbst, nicht d'x”) existiert auf jeder Kurve als eine bis auf einen 
beliebigen Faktor nullten Grades bestimmte homogene Funktion ersten Grades (Exzess = 1). 


a 


Mathematics. — Zur allgemeinen projektiven Differentialgeomettrie. 
II. Xn41 mit eingliedriger Gruppe. Von D. VAN DANTziG. (Communi- 
cated by Prof. W. VAN DER WOUDE). 


(Communicated at the meeting of April 30, 1932.) 


1. In der vorigen Mitteilung') habe ich gezeigt dass sich die Affin- 
geometrie *) ganz analog in die allgemeine projektive Differentialgeometrie 
einordnen lasst wie die gewdhnliche affine Geometrie der in sich ebenen 
Raumen in die gewdhnliche projektive Geometrie, namlich durch Auszeich- 
nung eines Feldes von Hyperebenen in den lokalen E;, die der einzigen 
Bedingung unterliegen dass sie nicht durch den Beriihrungspunkt gehen. 
In der vorliegenden Mitteilung werde ich das umgekehrte Problem 
behandeln: die Einordnung der projektiven Differentialgeometrie in die 


‘Affingeometrie mit um Eins erhéhter Dimensionszahl. °). 


Bekanntlich entsteht die gewéhnliche projektive Geometrie dadurch 
aus der affinen von um Eins erhdhter Dimensionszahl, dass man die 
Geraden durch einen festen Punkt als Elemente eines neuen Raumes 
betrachtet. In der vorliegenden Note werde ich zeigen dass die Sachlage 
in der allgemeinen Differentialgeometrie gekriimmter Raume ganz analog 
ist: die allgemeine projektive Differentialgeometrie lasst sich dadurch 
aus der Affingeometrie von um Eins erhdhter Dimensionszahl gewinnen, 
dass man die Bahnkurven einer beliebigen eingliedrigen Gruppe (im 
ebenen Fall: die Homothetiegruppe um den festen Punkt) als Elemente 
eines neuen Raumes betrachtet. Fir die benutzten Grundbegriffe und 
Bezeichnungen sei auf TPZ *) und APD I verwiesen. 


2. Die n+1 ,,homogenen” Koordinaten x” einer H, lassen sich auch 
als Urvariablen einer X,4; auffassen. Die Gruppe 9,4: geht dabei iiber 


1) D. VAN DANTZIG, Zur allgemeinen projektiven Differentialgeometrie, I Einordnung 
der Affingeometrie, diese Proceedings 35(1932), zitiert mit JX 12D). Ih, 

2) Kurz fir Mannigfaltigkeit mit allgemeiner linearer (nicht notwendig symmetrischer) 
Uebertragung (III A « nach der Klassifizierung von J. A. SCHOUTEN, Der Ricci-Kalkil 
Springer (1924), S 75). 

3) Vgl. auch D. VAN DANTZIG, Theorie des projektiven Zusammenhangs n-dimensionaler 
Raume, Math. Ann. 106 (1932), 400-454, zitiert mit TPZ, S. 408. In dieser Arbeit habe 
ich die Frage kurz gestreift aber nicht restlos erledigt weil ich dort in der L,., nicht 
die allgemeinen Koordinaten ca eingefiihrt habe. Fiir eine spezielle Klasse von projektiven 
Uebertragungen (Vgl. TPZ, Fussnote 44a) hat J. H. C. WHITEHEAD, The representation 
of projective spaces, Ann. of M. 32 (1931) 327-360 ein nahe verwandtes Problem be- 
handelt, ohne dass jedoch die oben gestellte Frage als restlos geklart zu betrachten ware, 

4) Es werden die Bezeichnungen des Nachtrags benutzt, unter Weglassung des dort 


verwendeten *, einige Abweichungen werden in APD I angegeben. 


35 
Proceedings Royal Acad. Amsterdam. Vol. XXXV, 1932. 
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in diejenige Untergruppe von G41, die die Koordinaten des Nullpunktes 
festliisst und die Form der Gleichungen x” = t a” (a” = konst.) der Geraden 
durch den Nullpunkt erhalt; der Gruppe @& entspricht die Gruppe 
derjenigen Punkt-Transformationen der Xn+1, die jede Gerade durch den 
Nullpunkt invariant lassen und auf jede solche Gerade eine Homothetie 
induzieren. Diese Geraden selbst entsprechen den Orten der H,. Sind 
nanee IeK, a, Qa Opie n) irgendwelche (,,krummlinige”’) Koor- 
dinaten in der Xyii1, so kann man die Projektoren als Affinoren der 
X11 mittransformieren, d.h. Affinoren einfiihren deren Bestimmungs- 
zahlen bzgl. des speziellen Koordinatensystems x” denen der betrachteten 
Projektoren gleich sind, z. B. 

PX = EP’; AX = 0, EY, y= Oye’; O =2. op =, 


x 


CL) 


Insbesondre geht das Feld der ''Beriihrungspunkte” x” als Punkte der 
lokalen EX (nicht der H, selbst!) aufgefasst in ein kontravariantes 
Vektorfeld x” iiber 


oN its a 2 8 3 ol 


das in bezug auf die speziellen Koordinaten x” den Charakter des Feldes 
der Radiusvektoren der X,4; hat, in bezug auf die allgemeinen aber als ein 
ganz beliebiges Vektorfeld erscheint. Natiirlich wird dabei im allgemeinen 


aE Sun a eS) 


3. Das Vektorfeld x% bestimmt eine infinitesimale Transformation & 
mit dem LiEschen Symbol 


Xft On f ee) 


Der Ausdruck (4) hat nur invariante Bedeutung falls f ein Skalar ist. 
Er lasst sich aber zu einer invarianten Operation fiir beliebige Affinoren 
erweitern, die wir die Liesche Ableitung nennen und mit dem Opera- 
torsymbol D bezeichnen'). Zu seiner Definition braucht nur ein 


kontravariantes Vektorfeld x%, aber keine Ubertragung bee ele 2G 
gegeben zu sein. 

Betrachtet man namlich die = als neue Koordinaten desjenigen 
Punktes, dessen alte Koordinaten 2% + x dt sind, so sagen wir, dass das 
Koordinatensystem durch die infinitesimale Transformation mitgeschleppt 
wird. Die LiEsche Ableitung irgendeines geometrischen Objektes in 
einem Punkte der X,4: wird nun definiert als die Differenz seiner Be- 
stimmungszahlen bzgl. des mitgeschleppten und des urspriinglichen Koor- 


1) Der Operator wurde zum ersten Mal von W. SLEBODZINSKI eingefithrt, Sur les 
€quations canoniques de Hamilton, Bull. Ac. Royale de Belgique (5) 17 (1931) 864-870, 
Die hier gegebene Definition verdanke ich einer noch nicht veréffentlichten Arbeit von J. A. 
SCHOUTEN und E. R. vAN KAMPEN iiber Deformationen einer ae 


Bod, 


dinatensystems (beide im betrachteten Punkte). Der Operator geniigt den 
folgenden Forderungen: 


I. D (Xe ye.) DX. + DY: (falls Xt und Y: irgendwelche 
L 
gleichartige Affinoren ') sind). 


II. Fir Produkte und Ueberschiebungen gilt die LEIBNIZsche Differen- 
Pationstedel xy (DX) Y XD Y-:. 
L L L 


III. Fir einen Skalar f ist Df= X f. 
ii 


IV. Die LiEsche Ableitung eines kontravarianten Wektors ist dem 
LiEschen Klammersymbol gleich: 


ID eae ee. vl" AOA et OAXY a Se (5) 
iD, 


Fiir einen kovarianten Vektor findet man: 


Dwuy=x404,wmM + wadux4= 0M (waxt) + 2x40u0wm,. . (6) 
i 


fiir einen allgemeinen Affinor: 


EEE NN aN = 
ee ear ee Oa a, (7) 2) 


ower dic an, dN 


Ss 

2 gee terars £ AN. é 
eo Oe aM dM ee Om, x** 

i=] 


und fiir die Parameter [jy einer affinen Uebertragung 


N : N iT : N N 
DUA A= x*¥ Ox Wis — Us On x + Un 04 x2 + Wis Ou x". (8) 
L 


Merkwiirdigerweise ist DII\4 ein Affinor, 3) obwohl dies mit iva 
L 


selbst nicht der Fall ist, namlich 


Die teen Ne ev Po (9) 
fs 
Wo 
P= 04.0% + Aux’ =Vax™ +2 Sa x. 2. (10) 
und 
Nia = ——2 Ope ITN —2 Its poll alaye we Se (11) 


die zu den IZ y1 gehdrige Kriimmungsgrosse ist. 


1) Mit “Affinoren” sind hier ausnahmlos Affinoren der X, ,,, nicht wie in APDI Affi- 
noren der X, gemeint. Die Punkte stehen fiir beliebige Indexreihen, 

2) Diese Gleichung wird von SLEBODZINSKI als Definition benutzt. 

3) Diese Bemerkung, sowie die Beziehung (8) verdanke ich Herrn Professor J. A. SCHOUTEN. 
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Ein geometrisches Objekt nennen wir invariant bei der Transformation 
ZT falls seine LiEsche Ableitung verschwindet. Insbesondere heisst die 


wm 


Uebertragung invariant falls 


DIbG=0 2) a ee ee 
L 


ist. Gleichwertig hiermit ist die Bedingung dass D und V » vertauschbar 
sind. : 

Bei der erwdhnten Interpretation der H, in einer X,4:1 mit einge- 
schrankter Gruppe ergibt sich nun folgendes: Projektoren vom Exzess 
Null sind bei & invariante Affinoren, wie sich durch Nullsetzen der 
Ligschen Ableitung in den speziellen Koordinaten mit Hilfe der EULER- 
schen Homogenitatsbedingung sofort ergibt. Allgemein ist ein Projektor 
X ; vom Exzess « ein Affinor mit 


DX?=e Xt 8 ee 
16, 


(ce =konstant). Wir sagen in diesem Fall, dass X : bei Z relativ-invariant 
ist. Die Bedingung, dass ITtr1 den Grad —1 (den Exzess 0) hat, ist mit 
(12) Aquivalent (wie sich durch Ausschreiben der LiEschen Ableitung in 
den speziellen Koordinaten x” sofort ergibt). Einsetzen von (12) in (9) 
ergibt eine bekannte Formel der projektiven Differentialgeometrie : 


x” NG = V1 Di ea 
4. Ist umgekehrt in einer X,+4: ein beliebiges Vektorfeld x auf allge- 


meine Koordinaten =‘ gegeben, so gibt es immer n+ 1 unabhangige 
Losungen der skalaren Gleichung 


DS= XESS a eee 
is 
Nennen wir diese 2’ (i,x,...,@==0,1,...,n) und wahlt man sie als 
neue Koordinaten, so wird wegen (15) 
x = Ny xh = oh On SX Ae ee ne 


d.h. die Bestimmungszahlen des Vektors x in bezug auf die speziellen 
Koordinaten &” sind den Koordinaten des zugehérigen ,,Aufpunktes” 
gleich. Aus (16) folgt sofort : 


Onix” == Nie. 5 an eae 


Fasst man nun die 0” Bahnkurven der Transformation © als Elemente 
("Orte’” genannt) einer neuen (n-dimeasionalen Mannigfaltigkeit H, auf, 
so kann man die x” = &” als iiberzahlige ("homogene”) Koordinaten in 
dieser H, betrachten. Sind namlich 2” n-++1 andre unabhangige Lésungen 
der Gleichung (15), so ist 


= yl 
y y y Syl X # myyt 
bf co —_ ] ——- bP me ¥ 
flad 0, 3 sere? (Oy He Plaleae permite 


1) Vgl. TPZ (76), S 422 (76*) S 452, Whitehead lc. LAS, SB: 


Ty Wee 
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d.h. (infolge der EULERschen Homogenitatsbedingung) dass die =” homogen 
ersten Grades in den ©” sind. Die 3” =x” unterliegen also der Gruppe 


Davi. (Die VEBLENschen Koordinaten £ (i,x,...,@=0, 1,...,n)(Vgl. TPZ 


§ 14) erhalt man, wenn man fiir £1, &, ... £2 irgend n unabhangige Integrale der 
Transformation Z wahit: X& =0, wahrend £2 der Bahnkurvenparameter 
ist, definiert durch X £2=1). Die infinitesimale Transformation 2 fihrt 
einen Punkt 2’—x in 2’ +x dt=(1-+dt)x” iiber; eine endliche 
Transformation der durch & erzeugten Gruppe fiihrt x’ also in einen Punkt 
iiber, dessen Koordinaten mit denen des Urbildes x” proportional sind, d.h. 
zwei Punkte der X,41 liegen dann und nur dann auf der selben Bahnkurve der 
Gruppe (gehéren dann und nur dann zum selben Ort), wenn sie durch 
eine Transformation von 3 aus einander hervorgehen. Fiir einen Affinor 


Xiuuot der Xnui, der der Bedingung (13) geniigt, wird wegen (7): 
x 0; p gee —(e + t-s) ne ere ee (19) 


d.h. der Affinor geht in einen Projektor vom Grade t=e-t—s, also vom 
Exzess ¢ iiber. (Der allgemeinste in TPZ §6 betrachtete projektive Zusam- 
menhang entspricht nicht dem Fall einer allgemeinen affinen Uebertragung 
in der X,41, sondern einer Verallgemeinerung derselben, bei der fiir bei 
% relativ-invariante Vektoren mit verschiedenem « je eine Uebertragung 
definiert ist). Wir nennen den beschriebenen Prozess zur Erzeugung 
einer H, aus einer Xai1 Zusammenlegung der Xn+41 nach dem gegebenen 
Bahnkurvensystem. Im Falle namlich wo die X,+1 eine E,41 ist und die 
Bahnkurven parallele Geraden sind, geht er in den von H. WEYL ein- 
gefiihrten Prozess der “Zusammenlegung einer E,41 nach einer gegebenen 
Richtung” uber. 


5. Ein Feld von Hyperebenen ft, (kovarianten Orten) in den lokalen 
E* der H, ergibt bei der Deutung in der X,+1 ein Feld von n-Rich- 
tungen. Die Bedingung, dass die Hyperebene nicht durch den Beriihrungs- 
punkt geht, besagt, dass die n-Richtung die Richtung der Bahnkurven 
nicht enthalt. Die lokalen n-Richtungen bilden ein bei & invariantes und 
im allgemeinen anholonomes System X? 413). Ist x@tar0 so kann man 
x als Einspannnungsvektor wahlen. Die Normierungsbedingung xt = 
xt, = 17) entspricht der bekannten ,,ersten Normierungsbedingung’’ ’) 
fiir eingebettete Gebilde in einer Xn+1 und man kann (im Fall wo in 
der X,41 eine bei Z invariante lineare Ubertragung L,+1 gegeben ist) 
die vollstandig bekannte Kriimmungstheorie einer Eee neha ganz 


1) Vgl. fiir die Theorie der anholonomen Systeme J. A. SCHOUTEN, On non-holonomic 
connexions, diese Proceedings, 31 (1928) 291-299; J. A. SCHOUTEN und E. R. VAN 
KAMPEN, Zur Einbettungs- und Kriimmungstheorie nichtholonomer Gebilde, Math. Ann. 


103 (1930) 752-783. 
2) Vgl. APD I § 3, (18). 
3) Vgl. z. B. J. A. SCHOUTEN, der Ricci-Kalkiil, Berlin, J. SPRINGER (1924) S 136. 
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lich auf die H, (die dann eine P, wird) iibertragen, worauf wir aber 
nicht naher eingehen wollen. 


6. Wird eine geodatische Linie der L,+1 durch die Gruppe %§ mitge- 
schleppt, so entsteht eine bei Z invariante Schar von ©! geodatischen 
Linien der Lnz+1 (unter Voraussetzung natiirlich dass die Uebertragung 
in der L,y1 bei & invariant ist), die einer pseudogeodatischen Linie ') 
der H, entspricht. Wird ein kontravarianter Vektor der L, +1 fortgesetzt 
in der Richtung seiner Projektion aus x* auf fm (anstatt in seiner eigenen 
Richtung) pseudoparallel verschoben, und wird sodann die so entstan- 
dene Kurve durch % mitgeschleppt, so entsteht eine bei I invariante 
Schar von o! Kurven, die einer halb-affingeodatischen Linie der H, ent- 
spricht. Diese Definition stimmt im wesentlichen mit der von EINSTEIN 
und MAyeR?) gegebenen iiberein. Die pseudo-affingeodatischen Linien 
entsprechen ebensolchen Scharen von geodatischen Linien der L, +1, deren 
Richtung fortwahrend in der lokalen n-Richting liegt, die affingeodatischen 
dagegen einfach den geodatischen Linien des anholonomen Systems 
Li+1 selbst. 

Die in TPZ § 10 definierten geodatischen Linien der H,, schliesslich 
entsprechen bei Z invarianten totalgeodatischen Flachen der L,+1, falls 
solche existieren. 


7. Die oben gegebene Deutung einer H, in einer Xn+; mit ein- 
gliedriger Gruppe gestattet auch, die Beziehungen zwischen den 4lteren 
fiinfdimensionalen *) und den neueren vierdimensional-projektiven Rela- 
tivitatstheorien zu klaren. Die X,4; ist hier eine V;, in der eine einglie- 
drige Gruppe gegeben ist. Der einzige Unterschied zwischen fiinfdimen- 
sionaler und vierdimensionaler Interpretierung der Formeln liegt also 
darin, ob man die V; vor oder nach der Zusammenlegung betrachtet, 
d.h. ob man die Punkte oder die Bahnkurven der V; als Raumelemente 
betrachtet. (Ueberdies treten bei den einzelnen Autoren Unterschiede 
auf, abhangig von der jeweiligen Lage der Bahnkurven und von einer 
eventuellen Asymmetrie der Uebertragung). Wir beschranken uns hier auf 
den Fall, wo die Uebertragung in der X RIEMANNsch, also symmetrisch ist.*) 


') Fir die verschiedenen Arten von geodatischen Linien einer projektiv-affinen Avett 
INEADY ILS SY, 

2) A. EINSTEIN und W. MAYER, Einheitliche Theorie von Gravitation und Elektrizitat, 
Berlin, Sitzungsberichte 25 (1931) 541-557; (fiir den Fall wo die L441 eine Vs ist). Dort ist 
aber nicht ein anholonomes System von 4-Richtungen in Vs gegeben, sondern eine 
V4 mit lokalen Rs, die man sich aus einer V4 in Vs entstanden denken kann. 

*) TH. KALUZA, Zum Unitatsproblem der Physik, Berlin, Sitzungsber, Pr. Ak. (1921) 
966-972; O. KLEIN, Quantentheorie und fiinfdimensionale Relativitatstheorie, ZS. f. Physik 
37 (1926) 895-906; L. ROSENFELD, L'univers a cing dimensions et la mécanique ondu- 
latoire, Bull Ac. Royale Belg. (5) 13 (1927); J. A. SCHOUTEN, Dirac equations in general 
relativity ; 2. Five dimensional theory, Jn. for Math. und Ph. 10 (1931) 272-283, ua. 

4) Dieser Fall ist nicht mit den simtlichen physikalischen Forderungen zu vereinbaren. 
Weil dies aber zur Kennzeichnung des Unterschiedes gegeniiber den fiinfdimensionalen Theorien 
unwesentlich ist, wollen wir hier der Einfachkeit halber von der Asymmetrie absehen. 


INTE PE a ee eT ON SN OORT man 


“— wr # 


Saal 


Die Bedingung dafiir, dass die Uebertragung bei Z invariant ist, ist 
dann wegen (9), (10) mit 


x*® Nii’ —Vamx%=0-. . . . . « (20) 


aquivalent. Eine scharfere Forderung ist, dass der Fundamentaltensor 
Gum der Vs selbst bei Z invariant sei. Die Bedingung dafiir, namlich 
D Gam =—0 ist wegen (7) mit 

E 


Wiicn== On mre ale eRe (21) 


d.i. mit der KILLINGschen Gleichung dquivalent. Notwendig und hinreichend 
fiir die Invarianz von Guy ist also, dass J eine infinitesimale Bewegung 
ist, was auch ohne Rechnung leicht einzusehen ist. Wir nehmen weiterhin 
an, dass der ,,Geschwindigkeitsvektor” xy eine konstante Lange hat, 
und nicht in einer Nullrichtung des Fundamentaltensors fallt. 

In einer Vis: bestimmt das Feld x% eindeutig das Feld ty =txy, t= 
konst. (namlich die lokale E,,, senkrecht zur Bahnkurvenrichtung; 
projektiv: die polare Ex: des Beriihrungspunktes x‘ bzgl. der lokalen 
Quadrik). Massgebend fiir die Existenz eines elektromagnetischen Feldes 
ist meistens die Anholonomitat des Feldes ty, bei Normierung von ty 
bedingt durch das Nichtverschwinden des Bivektors 


Pes Ore fay Vp Eee (22) 


der bis auf einen konstanten Faktor mit dem elektromagnetischen Bivektor 


identifiziert wird: 
(hinredW a trates peels eee re emma es 1025) 


Ist die KILLINGsche Gleichung (21) erfiillt, so ist 
ii Eat ai ewe ale. (24) 
und umgekehrt folgt (21) (bei Sit” =0!) aus (24). Die Bedingung (24) 


ist deswegen so wichtig, weil sie gestattet die Bewegungsgleichung im 


elektromagnetischen Felde 


oo ==> ae ree + * . . * : ‘ : (25) 
in die einfachere Form 
r) 

5 (+ melt ) A ee eee 2S) 


zu bringen. 
In der durch Zusammenlegung entstehenden H, wird ausser des pro- 


jektiven Zusammenhangs (d.i. die RIEMANNsche Uebertragung in der 
V, selbst) wieder eine RIEMANNsche Uebertragung induziert, welche mit 
der aus der allgemeinen Relativitatstheorie bekannten Uebertragung (welche 
die geodatische Prazession bedingt) identifiziert wird. In der V5 inter- 


DiZ 


pretiert ist sie nichts anders als die (bei L invariante) in die Vi indu- 
zierte Ulebertragung. Es ist klar, dass letztere nicht euklidisch zu sein 
braucht, auch wenn die V; selbst euklidisch ist. (Das einfachste Gegen- 
beispiel erhalt man schon in R;. wenn man fiir 2 eine infinitesimale 
Schraubung nimmt). Weil man leicht einsieht, dass der ,,zweite Funda- 
mentaltensor” der Vs hier \/u fw, also unter Voraussetzung von (24) 
mit Fu proportional ist, folgt aus der (auf den Fall einer V5 erweiterten) 
Gaussschen Gleichung!) dass die RIEMANNsche Uebertragung in einer 
H, welche durch Zusammenlegen einer R; nach einer Gruppe von 
Bewegungen mit konstanter (skalarer) Geschwindigkeit entsteht, dann 
und nur dann selbst euklidisch ist, wenn das Feld ty holonom ist. ”) 

Zum Schluss wollen wir noch bemerken, dass die in einem friiheren 
Stadium der Relativitatstheorie oft untersuchte stationdre Welt sich ganz 
analog auf eine V, mit eingliedriger Bewegungsgruppe zuriickfiihren lasst. 
Die Bahnkurven bestimmen dann eine ausgezeichnete Zeitrichtung und 
sind die Weltlinien ruhender Teilchen. Die durch Zusammenlegung 
entstehende Hy ist nichts anders als der gewdhnliche dreidimensionale 
Raum, als Gesamtheit ruhender Gegensténde unabhangig von der Zeit, 
nicht als ,,Momentraum” betrachtet. Ist iiberdies das Feld ty holonom, 
so ist die Welt statisch; in diesem und nur in diesem Fall gibt es zu 
jeder Zeit einen ,.Momentraum’”, d.h. eine V; die auf allen Bahnkurven 
senkrecht steht. 


1) Vgl. J. A. SCHOUTEN, Ueber nicht-holonome Uebertragungen in einer Ln, Math. 
ZS 30 (1929) 149-172; J. A. SCHOUTEN und E. R. VAN KAMPEN, Zur Einbettungs-~ und 


Kriimmungstheorie nichtholonomer Gebilde, Math. Ann. 103 (1930) 752-783, Formel (128) 
S. 778: 


2) Fussnote bei der Korrektur. In einer eben erschienenen Note, die manche Beriihrungs- 
punkte mit der unsrigen hat (Sur les transformations isomorphiqus d'une variété a con- 
nexion affine, Prac Mat.-Fiz. (Warszawa) 39 (1932) 55—62), hat W. SLEBODZINSKI u. a. 


die Integrabilitaétsbedingungen der Gleichungen (12) aufgestellt. Sie besagen, dass Rie 


ees ‘ is . A Y Y 
und Sj sowie alle ihre kovarianten Ableitungen bei 2 invariant sind. 


Mathematics, — Ueber einige Determinanten. Von J. POPKEN. (Commu- 
nicated by J. G. VAN DER CORPUT.) 


(Communicated at the meeting of April 30, 1932.) 
Satz 1 '). Es sei 
P(x, 9) = op + Cio X + Co Y +... Cota 


ein Polynom, das in den beiden Variabeln x und y héchstens vom 


') Dieser Satz kommt vor in C. W. BORCHARDT, Ueber eine der Interpolation ent- 
sprechende Darstellung der Eliminations-Resultante, Werke S. 133-144, und in R. BALTZER, 
Theorie und Anwendungen der Determinanten, 4-te Aufl. Leipzig 1875, S. 80. 


Ba Ro 


ia 
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Grade n—I ist, weiter seien x1, Xo...,Xn Gus onergenaach 
Zahlen mit 


Xe IT (x. — <x.) Y= II (g; —4;), 


=s<r=n =s<r=n 
dann ist die Determinante n-ter Ordnung 


Pao e0) Ne Ya capenaes = 152,..5n:; h,k =0, 1,..,n—1): 


Beweis. Die Anwendung des Multiplikationstheorems gibt 


= 
1 Yi--- yi Coo Coy «+ + CO, n—1 
Ee Use) Cio Cy Chad 
Vee ee | ein 
1 Ue e710 ie) pe CR ORG — Ilene) Cn—1, n=! 


mit 
Ce Cio Ch Metis ie Che oe (h,k=0, Lee n==(5 slo ee nek) 


Wendet man das Multiplikationstheorem zum zweiten Male an, so 
findet man 


1 x eee baer. Ao, Ao2 eee Q0,n 
nx, Soe a a a 
OOS AGG) 11 12 I,n 
Yai ce eA des 
1 x, cae An—1,1 2n—1,2 An—-1,n 


=| Bus 


mit 
pee ce ee te xe (i, k= 0,1... 17, $= 172,227 n), 
also wegen (1) 
(Nene Conys ae Con oe Ni (Cio Cia Yes Ch ny) Me 
ee (G10-+ Coot.t Yo 2 1 Cntani Yo ey xr 
= (x, 1) (Peseta? nae et), 


so dass Satz 1 hiermit bewiesen ist. 


Dieser Satz wird im Folgenden angewendet, wobei fiir P(x, y) geeignet 
gewahlte Polynome genommen werden. Erstens beweise ich hiermit den 
folgenden Satz von Dr. J. G. VAN DER CORPUT M). 


Satz 2. Es seien aj, a, - +++ An—t» X11 X20 20 + Xn— tr Yr Yar oo + Yn Sne—2 
Zahlen mit 
Cre ar (Ys Xx) Cnr ad APS ORL (Smal a Pepe OE el 


1) j. G VAN DER CORPUT. Over eenige Determinanten, Verhandelingen der Koninklijke 
Akademie van Wetenschappen te Amsterdam, eerste sectie, deel 14 No. 3, S.3 (Stelling I). 
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dann ist die Determinante |e.-| gleich dem Produkt der Elemente der 
ersten Kolonne, multipliziert mit 


ag! aa werd Vhs 


n—1 
worin 
Noe SE Ep) 
l=r<csZn 
ist. 


Beweis. Offenbar ist 


(cles EC Xi) ee. (a — X,-1) est r= (2) 
a | 41 +-- Gri (ys — x,)...(ys — X;-1) | «Ci, +++ Onl 
Man setze 
n—1 n—1 
JON cay PY OF Meteo 
h=0 k=0 


ye 2a et) lh) et (x—3)...(x—n) (y— x;) 
= FAN a5 (n—2)! is 


a... aaci (y—x,).. .(y—Xn—1) 
or 0! 
(<1! 


Tee 


= n—2 
et ta beta aa gt + R(x 9) 


so dass P(x, y) ein Polynom vom Grade n—1 in x und y ist, die 
Dimension des Polynoms ist n—1, wahrend die Glieder von einer 
Dimension < n—1 in R(x, y) zusammengefasst sind. 


Dac, —0 ist firth ky n—Iegiltealso 


4 =| n—1 == n—2 
pe ast — ; | nae 1+ (@). 6. An) = 
n—1 ,n—2 ‘ (3) 
And a, a, AOA arm, 
12 eee \ 


Ausserdem ist, wenn ein leeres Produkt gleich 1 gesetzt wird, 


iaecyl'= a a 
n—r)! 


toe ao ay a2 46). (Gk 5| (ys—x;) eH (ys —Xn—1) 
und hieraus folgt durch Substraktion von Kolonnen 


| P (c..g.) | =| ay.» azn (y;—24y) = (gg) es = ee ee 
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Nacheoatzelamit x. =r (r pera s1) wise 
Le ott Sees ee ere 


mit 


X=1/2!...(n—1)!, 
also wegen (3) 


qn} qr-2 hae 
Diba Soe e ee 


Nach (4) ist somit 
Pama. — Xp) Ys Xe) |= Yaa! ate? 


eae (Spo eee); 
und hieraus folgt wegen (2) Satz 2 unmittelbar. 


Satz 3. Es seien m und p zwei natiirliche Zahlen, dann ist die 
Determinante (mp + 1)-ter Ordnung . 


ee) 


Beweis. Man betrachte das Polynom vom Grade mp in x und y und 
von der Dimension mp: 


I\mp+1 
= (—1)'emp (mp +0) (a 3 (resale eee Da aes 


lide od Ait ee 


P(x, y)= 2 2 Cee ye 


= (x+y)p(xt+y+1)...(e+ytm—Ip 


= (x+y)? + R(x, y= x? + (Cale yt....+y + R(x 9), 


wo in R(x, y) die Glieder einer Dimension < mp zusammengefasst sind. 
Also ist 


| Chk | SS eee (or) me (ea 
1 mp 


1/,mp(m ((mp) !)"?*! —— 
==(— 1) nmr ii ee. [ESP (pels Op loece Ip). 


Anwendung von Satz 1 mit n= mp +1 gibt folglich 
Pras) — > - Vance = (tind hs. (mp) !)? «| crx | 


1 ((mp) Nee eg 
—= 2(—1)'lemp (mp + !) 3 
=(1121...(mp)!)?(—IereP"" a7 (mp) ty? 


— (—1)'lmetme +0 ((mp) N)ne*! (e, s= 1, 2 
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Es ist aber 


Pegaet sets tip... (ets+m—te= (SEER ) “): 


(r+ s + m—1)!\P 
| ( ear) 


woraus Satz 3 folgt. 


also 


ie ea A) oe 
== (—1)"* p ( BS paras 


(¢,S = 2 ee ri el) 


Satz 4. Setzt man 
(e—1) (x—2)... (xen) = at + SP et +... + ST, 


wo talsotdien Zahien «Sie Sree S” die STIRLINGsche Zahlen ersterer 
Art sind, und weiter 


S= II S, 
dea | 
so ist die Determinante (n + 1)-ter Ordnung 
— Heer S(t) [fall ])2 
Gale 1) (OMS he (ieee eee 


n (n je 


Beweis. Man betrachte hierzu das Polynom vom Grade n in x und y 


=(xy +1)... (xy + n) = ary? — SP? xy +... + (-1P Se 


also ist 
| cra | = (—1)ene +9 SP... Sp = (—1y'hne + S, 
Nach Satz 1 mit n+ 1 statt n ist also 
| P(r, s)|\= X.Y. cu |=(1/2...nf)?.(—1yheet9 Ss (¢,s=1,2....n +1): 


Andererseits ist 


P(r, s) == (rs-F 1). (rs) = Psat 


(rs) ! 
Folglich gilt 
(rs + n)! eee (Lae eeetta) 
n! (rs)! Gepay e (n/a) S, 


womit Satz 4 bewiesen ist. 


Mathematics. — Measurements of the absorption coefficient for X-rays 
in the neighbourhood of the L-edges of the elements Pt and Au. By 
M. Wo LF. (Communicated by Prof. J. G. VAN DER CORPUT.) 


(Communicated at the meeting of April 30, 1932.) 


By several experimenters 1) measurements of the change of the absorption 
coefficient for X-rays in passing the L-edges of the absorbing element have 
been performed. It seemed worth while to remeasure both the change of 
the absorption coefficient at the L-edges and the absolute values of the 
absorption coefficient in this region of wavelengths in order to get some 
information about the number of dispersion electrons connected with each 
of the 3 L-levels. 

The radiation was made monochromatic with a calcite crystal. The 
absorber was a sheet of the metal under investigation of 9 mm height and 
30 mm length, which was put in the X-ray beam so that the emission line 
was covered for 9 mm by the absorbing screen, The thickness of the screen 
was determined by weight and measurement of the surface. During the 
exposition the screen was moved at right angles to the X-ray beam over its 
full length so that the effect of the variation in thickness was negligeable. 
In the usual manner the blackening scale of the photographic plate was 
obtained with a rotating disc. Until now the behaviour of the absorption 
coefficient in the neighbourhood of the L-edges has been studied for Pt 
and Au. For both elements about twenty emission lines, distributed over 
the range of wavelength in which the L-edges are situated, have been used. 
For each wavelength about twelve measurements of the absorption coef fi- 
cient have been carried out. 

To calculate the change of the absorption coefficient at the edge it was 
assumed that, in the comparatively small range of wavelength used in the 
experiment, the absorption coefficient is proportional to the third power of 
the wavelength. The values of the absorption coefficient measured on both 
sides of an edge were extrapolated to the wavelength of the edge. The 
quotient of the values thus found gives the change of the absorption coeffi- 
cient in passing the edge. Figure 1 gives a graphical representation of the 
measurements for Pt, for Au an analogous figure was made. As is seen 
from this figure the deviations of the experimental values from a /8-graph 


1) G, KELLSTROM, Zeitschr. f. Phys. 44, 269, 1927. 
J. BACKHURST, Phil. Mag. 7, 353, 1929. 
F. M. UBER, Phys. Rev. 38, 217, 1931. 
H. KustNer, Physik. Zeitschr. 33, 46, 1932. 


She te) 


lie always ‘within the limit of experimental error. Table 1 shows the results 
of the measurements for Pt and Au. 
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Fig. 1. Absorption coefficient of Pt for different wavelengths. !) 


TABER Se 
Absorption coefficient for X-rays in the neighbourhood of the L-edges for Pt and Au 


7 Pt | Au ; 
a [2 |= ae 
@ Pepi ine @ I 
ioe 78 | 208 2.68 72 196 2.71 
Lar 138 226 1.64 128 210 1.64 
ji 198 218 1.10 184 202 1.10 


1) In the figure stands 10° cm instead of 1071! cm. 
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In table 1 a signifies the mass absorption coefficient at the edge extra- 


polated from the long wavelength side, 2 the value found by extrapolation 
2 
from the short wavelength side. The change in the absorption coefficient 


is given by the quotient 7 . The changes for the neighbouring elements Pt 
2 
and Au are sensibly the same. 


In table 2 the values of the changes in the absorption coefficient at the 
L-edges are given as they until now have been found by different authors 
for various elements, 

My values for the L,- and the L,,-edge are a little higher than those 
taken from other authors for the heavier elements with the exception of 


WANG, 2, 
Changes in the absorption coefficient for X-rays in passing the L-edges. 


Element Author L, Li Lin ee 
Ag KELLSTROM 25) i au Sel Stele: 
Pt DE BROGLIE Ie 1.8 2.8 eal 
De BACKHURST il BEG 17371 DeAT Ans 
Au DAUVILLIER ig? es Ves 4.2 
Au BACKHURST 1.259 1355 2 SR) 4.31 
Hg UBER 1.18 139 DDO 4.02 
Au KUSTNER 1.16 1.36 2.50 3.95%) 
Pt THE AUTHOR 1.10 1.64 2.68 4.83 
Au 5 1.10 1.64 21h 4.89 


*) These values have been calculated from a diagram given by Kistner. 


DE BROGLIE’s values, which are still higher. With the L,-edge, however, 


~ my values are essentially lower. I have the impression that this discrepancy 


lies outside the limit of experimental error for my values. It is quite possible, 
that the values for Ag, which lies in another region of the periodic system, 
might differ in an essential way from those for the heavier elements. 
With the aid of theoretical considerations on the absorption and 
dispersion of X-rays!) it is possible to calculate the number of dispersion 
electrons in the L-levels for the heavier elements from the values of the 
absorption coefficient in the range of wavelength which contains the 


1) H. A. KRAMERS, Nature 113, 673, 1924. 
J. A. PRINS, Zeitschr. f. Phys. 47, 479, 1928. 
R: A. HousTON, Phil. Mag. 2, 512, 1926. 
R. DE L. KRONIG, Journ. Opt. Soc. Amer. 12, 554, 1926, 
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L-edges under the assumption that the /8-law is valid. The results when 
using the values of table 1 are as follows: 


TABLE 3. 


Number of dispersion electrons for the 
heavier elements. 


Lin | Ly 


2.20 | 1.69 | 0.40 | Bh /R) 


In table 3 the first three columns give the number of dispersion electrons 
in the three L-levels. The fourth column gives the total number of 
L-dispersion electrons, which is much smaller than the total number of 
electrons (8) present in the L-shell. The same has been stated!) for the 
K-electrons. According to KRONIG and KRAMERS this is due to the fact, that 
in the normal atom a great number of the higher orbits are filled up with 
electrons, so that no absorption processes can occur in which the electron 
of the corresponding shell makes transitions to those higher orbits. 

From the values for the changes in the absorption coefficient at the 
L-edges of Ag measured by KELLSTROM combined with the absolute value 
of the absorption coefficient in this region given by JONSSON the number 
of L-dispersion electrons for the L-levels of Ag was calculated. The results 
were as follows: 


Number of dispersion electrons for Ag. 


| - — 
Lin | Ly 


LOZ 


The number of dispersion electrons calculated from the measurements 
mentioned above is generally somewhat lower than the values calculated 
for Pt and Au from the reported measurements. For elements with lower 
atomic number, however, a somewhat higher value should be expected. 
It therefore seems to me of interest to remeasure the absorption coefficient 
for Ag in the neighbourhood of the L-edges. 


In conclusion I wish to express my thanks to Prof. Coster for his kind 
interest and his valuable suggestions. 


Groningen, Natuurkundig Laboratorium 
der Rijks-Universiteit. 


1) J. A. PRINS, lic. 


R. DE L. KRONIG and H. A. KRAMERS, Zeitschr. f. Phys. 48, 174, 1928. 
R. A. HOUSTON, lc. 
R. DE L. KRONIG, l.c. 


F. K. RICHTMYER, Phil. Mag. 4, 1296, 1927. 


Physics. — La courbe des densités du liquide et de la vapeur saturée 
et le diamétre rectiligne de I'oxyde de carbone. Par E. MATHIAS, 
C. A. CRoMMELIN, W. J. BYLEVELD et Pu. P, GriGG. (Communi- 
cation N°. 221b from the KAMERLINGH ONNES Laboratory of the 
University of Leiden). (Communicated by Prof. W. H. KEEsom). 


(Communicated at the meeting of April 30, 1932.) 


1. L’étude de la courbe des densités du liquide et de la vapeur saturée 
et du diamétre de l’oxyde de carbone est intéressante parce que cette 
substance a une température critique basse (—140°.21 C.) et puis parce 
que les déterminations effectuées jusquiici ont un caractére plus ou moins 
préliminaire '). . 

Cette étude fait suite a une série de travaux sur les diamétres de 
Y'oxygéne, de l’argon, de I'azote, de I'hydrogéne, du néon, de |’hélium 
et de |’éthyléne, dont nous avons successivement entretenu l’Académie. 


2. Les appareils dont nous nous sommes servis, étaient 4 peu prés les 
mémes que dans nos recherches antérieures, auxquelles nous renvoyons 
pour les questions de deétail. Comme liquide dans le cryostat nous avons 
employé: 

1°. 1l’éthyléne pour les températures entre le point critique et —160° C.; 

2°, le méthane pour les températures entre —160° C. et —183° C.; 

3°, l’oxygéne pour les temperatures inférieures A —183° C. 


Les températures ont été mesurées a l'aide de deux thermometres a 
résistance de platine, comparés directement au thermométre d’hélium. 

L’oxyde de carbone, avec lequel nous avons expérimenté, a été prepare 
par l’action de l’acide sulfurique dilué sur le formiate du sodium, dans 
un appareil enti¢rement en verre. Les traces d’impuretés, que le gaz, 
ainsi préparé, contenait encore (vapeurs d'eau et de l'acide), furent 
éloignées en refroidissant le gaz a —90° (alcohol refroidi par l'air liquide). 
Nous avons admis pour le poids d'un litre d’oxyde de carbone dans les 
conditions normales le nombre de RAYLEIGH = Ign. 2004: 


3. Dans le tableau suivant nous avons réuni les nombres trouvés 
pour les densités Qtiq et Qvap du liquide et de la vapeur saturée a la 
méme température (IT = temp. abs. Kelvin, 6 — temp. échelle Celsius) 
et pour l’ordinée y du diamétre, observée et calculée. 


1) E, C. C. BaLy et F. G. DONNAN, Journ. Chem. Soc. 81, 902, 1902. E. CARDOSO, 


Journ. d. Chim. phys. 13; 312, -1915: 
36 


Proceedings Royal Acad. Amsterdam. Vol. XXXV, 1932. 


D2 


1p 6 Oliq | Ovap | Yobs Ycalc | Yobs-Ycalc | 
[131.36 | — 141.63 | 0.42200 | 0.19392 0.30796 0.30370 | +0.00426]?) 
130.83. | — 142.26} 0.43365 0.18462 0.30912 0.30490 |--+ 0.00422 — 
130.53 | — 142.56 | 0.44026 0.17767 0.30896 0.30547. | + 0.00349 
129 78a eel 4351 0.45640 0.16357 | 0.30998 0.30691 | + 0.00307 
127.79 | —145.30] 0.49190 -|° 0.13601 0.31395 0.31071 | + 0.00324 
125.58 | — 147.51 | .0.52083 0.11607 0.31845 0.31494 | + 0.00351 
120.88 | — 152.21 | 0.56582 0.08202 0.32392 0.32392 = 
109.03 — 164.06 | ' 0.65262 0.04014 | 0.34638 0.34658 | — 0.00020 
107.59 | — 165.50 0.66168 0.03681 0.34924 0.34934 | — 0.00010 | 
103.48 | — 169.61 0.68560 0.02824 0.35692 0.35719 | — 0.00027 
100.91 — 172.18 | 0.69953 0.02389 0.36171 0 36211. | — 0.00040 
94.14 | — 178.95 0.73408 0.01422!) | 0.37415 0.37505 | — 0.00090 
90.26%); 182.83 0.75446 0.01019 0.38232 0.38247, | —.0.00015 
87.13 | — 185.96 | 0.76904 0.00774 0.38838 0.38845 | — 0.00007 
82.23 | — 190.86 | 0.79086 0.00477 0.39782 0397870 a. 
[78.01 — 195.08 |. 0.80640 | 0.00296 | 0.40468 0.40589 | — 0.00121) 
73.55 | — 199.54 | 0.82554 0.00171 0.41362 0.41442 | — 0.00080 
68.12 | — 204.97 | 0.84714 0.00080 0.42397 0.42480 | — 0.00083 


Les valeurs calculées de l’ordonnée du diamétre, sont données par la 
formule 


y = 0.03290 — 0.0019120 6 
Le coefficient angulaire du diamétre est donc 


G==——=),00 191.20. 


A la température critique —140°.21 C) le diamétre rectiligne donne 
pour la densité critique 


ox = 0.3010 *) 


1) Les valeurs des densités de la vapeur saturée au dessous de —172.18°C. ont été 
calculées a l’aide de l'équation d'état. 

2) Les deux point entre [] sont d'une précision un peu inférieure a celle du reste. 

3) C. A. CROMMELIN, W. J. BIJLEVELD et E. G. BROWN, Proc. Ac. Sc. Amsterdam, 
34, 1314, 1931; Leiden Comm. No. 2175. 

4) CARDOSO |. c. donne pour la densité critique 0.3110. 
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Le coefficient critique est: 
Kee e305, 
Pk Vk 


T;, = température critique absolue. 

p. = pression critique en atmosphéres internationales, voir 34.529 atm. 
v, = volume critique. . 
R=constante des gaz. 


4, Les déviations du‘diamétre ne sont pas aussi petites que celles 
pour l’hydrogéne et pour ‘le néon, car elles sont quelquefois de l’ordre de 
grandeur de 1 pour 100, comme nous les avons trouvé antérieurement 
pour l’azote et pour l'éthyléne par exemple. Cependant on peut dire que 
l’oxyde de carbone obéit sensiblement a la loi du diamétre rectiligne. 

Les déviations ont le caractére systématique, que nous avons déja 
rencontré dans d'autres substances, par exemple l’argon et |’éthyléne; 
c'est-a-dire que le diamétre expérimental est légérement concave vers 
l'axe des températures au voisinage du point critique et légérement 
convexe, au contraire, aux températures les plus basses. 


‘Sommaire. 


Les auteurs ont d’abord préparé une quantité suffisante de CO trés 
pur. Puis ils ont mesuré les densités du liquide et de la vapeur saturée 
entre le point triple et le point critique. A l'aide de ces valeurs ils ont 
pu calculer le diamétre rectiligne de CAILLETET et MATHIAS et la densité 


critique. 


Astronomy. — On the structure and internal motion of the gaseous disc 
constituting the original state of the planetary system. By H. P. 
BERLAGE Jr., Meteorological Observatory, Batavia. (Communicated 
by Prof. H. A. KRAMERS.) 


(Communicated at the meeting of April 30, 1932.) 


In this paper I endeavour to show not only that a thin gaseous disc, 
rotating with variable angular velocity about the sun, constitutes a possible 
embryo of the planetary system, but also that some present features of the 
system leave hardly any doubt that it really once evolved from such a 
gaseous disc. 

Consider a perfectly gaseous atmosphere rotating non uniformly about 
an axis through the sun. Because the distribution of mass in the solar 
system is such that only one part in 700 is concentrated in the planets, 
RocHE’s model of a nucleous surrounded by a massless envelope is 


36* 
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applicable, so that the potential at any point of the atmosphere is 
Newtonian. 

Let r denote the distance of a volume element from the axis of rotation, 
h its height above or below the equatorial plane, p and  gaspressure and 
density, M the mass of the sun, f the constant of gravitation, w the angular 
velocity of an element of the nebula, then the two fundamental equations 


of equilibrium become 


(Mh, 1 op_ 
Vest fee eee a i 
[Mr | Op sees 
are rep Eee era oa. (2) 


Introducing the gasequation 


p= Rol ei. 2i4 Cee, 


and integrating (1), we obtain provisionally 


h 
M ( hdh 
pple — "| rere an ee. (4) 
0 


A suffix e refers to the equatorial plane. From (2) and (3) follows 


Ft RT OP = or, ChE car aaa By 


Differentiating (4) with respect to r and substituting the resulting 
expression in (5), we get 


Nee 
T f(M dlg pe | Ocean pa 
roe tRTAGE + IMT | Spay haere 


0 


In order to simplify the problem, let us first suppose the temperature in 
the solar nebula to be a function of the distance from the centre only. In 
this case the third term on the left side of (6) reduces to 0, so that we 
remain with 


T fM dlgp 

eee Local — 9 EF — gy 

To TRI oP = orn. | ee 
This is a rather general case. Without sacrificing the most important 

aspects of the problem, we may examine the case of isothermy T = T — 7). 

In this case we have, after elimination of p, 

RT; do. 


[M 
72 ree dee eee ee) 


SON PO EGR ee 


bee) 


From the equations (7) and (8) we learn that only in the case of 


isothermy our nebula possesses the well known property of freely rotating 


masses, that the angular velocity w is a function of the distance r from the 
axis of rotation only. From (4) we then get 


ae ES 1 ] 
— RT; vr Ve 2 
P= p.e TEAS olla ote Gry ee Sed (2) 


So we also have 
a ee OE ee 
RT; [: aa| 


Considering (10) and its finite limiting value 


ong les 
GC=a¢ RTir (h = ©) ereretes a ees (11) 


it is exceedingly interesting to remark that our solar nebula behaves 
morphologically like a whirl in infinite space filled with matter, as 
DESCARTES conceived it. Yet, KANT was perfectly right, when he believed 
his nebula, after concentration, to be shaped like a thin flat disc. To prove 
this, let us follow the indirect way, which is the simpler, and assume that 
we are practically free to take into account only that part of the mass, 
which is contained within very narrow limits of h and ignore the remaining 
part, although it is not negligible, but even infinite. 
For h<<r (10) reduces to 


iM ys 
SG CBE are ae: (12) 


To fix the ideas, let us suppose our nebula to consist of air at a 
temperature T; = 23.2° absolute. Then, with R= 2.87 « 106, f= 6.67 x 
S< 10-8, M == 2.00 X 1083 c.g.s., we get 


h2 
— 10185 
Oi One eg ee ee remem 1) 
Whether we are allowed to speak of a disc depends upon the drop of 
density in axial direction, that is, upon what fraction is represented by the 
exponential factor. The latter increases with increasing r. Let us therefore 
substitute in (13) the distance of Neptune from the sun, or r==4.5 X 1014 


cm. We then obtain 


Pele) a 107 pO Pe AT 


The density represented by (14) drops to a value of only 10~1° times 
the density in the equatorial plane, at a distance as small as h=O.1r. In 
other -words, if a solar nebula has ever existed, it has been a thin disc 
indeed at least as far as Neptune. Ignoring (10) and applying (12) 
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throughout is a procedure comparable with neglecting the totality of inter- 
stellar matter, when discussing the mass distribution in the solar system. 
Even when computing with the aid of (12) the total mass of the nebula 


‘ ion EM ee 
m=4x| rocde{e PION VS a Be (15) 
0 0 


and its moment of momentum 


i pea 
; =42 [Poe ar fe 2REP dh 0.) Ware een hO) 
0 0 


we do not commit any fundamental error. On the contrary, we obtain the 
advantage of skimming off the mass of the solar nebula proper from an 
infinite material interstellar background, which practically exists, but does 
not interest us in planetary questions. 

Integrating (15) and (16), we get 


tlga/*- 
m= (2 a)" ce ) “rt Oe AEs. wy kth ow Eman) 
0 


and 


eas . 
o=(ah( aap ) | Moe. de eae (65) 
0 


As the pressure gradient in our gaseous disc is slight, 
ris. (AIM) thos. «2. ee ee 
approximately and (18) becomes 


O= (2n)(RT |e eede , ae. ee) 
0 


A curious property of this relation is, that the solar mass M has dropped 
out. There is nothing trivial in this fact. It proves that on the basis of 
equilibrium alone no relation can be established between the solar mass 
and the moment of momentum of the planetary system. The puzzling 
problem, why the ratio of the planetary and solar masses does not in the 
least conform to the distribution of the moments of momentum, must find 
its solution along other lines, which J do not intend to pursue here. 

Since the density distribution in the equatorial plane must be known, if 
we want to obtain a complete solution of our problem of the structure and 
motion of the disc, let us try to get, if possible, some general information 
about this distribution. Jf any relation exists between density and solar 
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distance, it may be derived from the influence of viscocity. Viscosity acts 
on an infinitesimal ring, in the plane of symmetry, of radius r and density 
0. with a tangential force proportional to 


d _ dw 
raGiars) or (Obes Sees Sheet os (21) 


Since the disc must be looked upon as the product of a secular condensation 
process, it naturally tends to a configuration continually recreating its 
fundamental properties, as contraction progresses. As this seems best war- 
ranted by homologous contraction in the plane of symmetry, we arrive at 
the question, when viscosity generates homologous contraction. This occurs 
only if (21) is proportional to the momentum of the ringmatter. Conse- 
quently, we may anticipate the approximate validity of a relation of the form 


a ( 8 ge ) Sh aQe Or Se ae eee (22) 


a factor 2 being added to the constant of proportionality a, because it 
simplifies the following formulae. As (19) also holds approximately, we get 


d ; ‘ 
pe lOeFa ttre @0ETE Re Sites, wee mee (23) 


or, 


CREA CCI eat ee Pree See eas (24) 


c being a constant. Let us label this case, for identification purposes, with 
the name of approximate case. It is characterized by the fact that the 
density in the equatorial plane of the disc does not decrease monotonously 
with increasing r, as we might have superficially expected, but increases 
first and only decreases asymptotically to zero after having passed through 
a maximum. 


Substituting (24) in (17) and (18), we obtain 


m = (2a)"' Ga le Cat dre oe is 3s eed) 


6 = 2x)" (RT,)""c if 2 eat ENE ERIE! 75) 
0 
or 
1] 
m = (2a) ree} eye (27) 


6 =(2n)'h (RTVh c. Wop whanth. . 62 + (28) 
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Since m and 6 are given quantities, we might determine both c and a if 
we knew R and T;. However, we may determine at leasta without knowing 


either R or T;, for 


O 2103 (EMS a eae 
me 9.90 a ; 
The empirical value of this quotient, derived from the actual planetary 


system, is 

1.02 6:107(f M1) 9 ae. eee (30) 
from which 

A= 3103 SNOT: ee 


follows. 
A very suggestive consequence is, that the highest density in the disc 
occurred at a distance 


pee PE AEARS 103 em: 4 Pe ee) 

2a 
from the sun. This corresponds to 0.93 or nearly 1 astronomical unit. This 
means that the highest density was found along a circle coinciding almost 
with the actual orbit of the earth. So the question arises, whether it is a 
result of pure chance that the earth actually possesses the highest density 
among all planets. Let us therefore compare the following sequence of 
planetary densities!) with the density distribution in our approximate case 
more thoroughly. 

Mercury 3.58 


Venus 5.02 
Earth oo) 
Mars 4.09 
Jupiter jheoie 
Saturn 0.67 
Uranus 1.47 


Neptune eke: 


These values have been plotted against solar distance in figure 1 and 
joined by a smooth curve, which will be called the planetary density curve. 
The dotted curve represents (24) in arbitrary units. There is a striking 
parallelism between the two curves. It is true that the planetary density 
curve, after passing through a minimum, rises to a secondary maximum. 
But we know that (24) could not reveal anything more than the general 
trend of the density distribution and this it does with unexpected fidelity. 
Therefore, reversing the argumentation, it seems rational to assume that 
the actual density curve of the planets is very nearly representative of the 
original density distribution in the gaseous disc. 


1) C. A. VAN DEN BOSCH, Dissertation Utrecht, 1926. 
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Since the atomic weight is the only variable which enters into the density 
of solid bodies as well as into the density of gases, this relation may be 
due to a variability of the chemical composition of the disc with solar 
distance, but, for the moment, I prefer to avoid the resulting complications 
of the above theory. For, assuming a variability of mean atomic weight, we 
would be obliged to assume a variability of R, the gas constant. Moreover 
it would almost certainly imply a variability of the temperature too, which 
we supposed constant and perhaps even a variability of, say, the constant 
of gravitation, because some elements are and some are not notably affected 
by radiation pressure. Surely there are so many variables at hand that it 
would be an easy matter to suit them into a consistent scheme explaining 
a definite relation between the actual density of the planets and the original 
density of the gaseous disc. But I doubt, whether this relation would not 
remain too weakly founded, if it did not prove remarkably successful, 
when applied to the interpretation of two outstanding features of the 
actual system. . 

In the first place, (8) shows us that, where oe, increases with r, the 
angular velocity is larger than the Keplerian velocity, whereas, where @, 
decreases with r, the angular velocity is smaller than the Keplerian velocity. 
Where the density attains a maximum or minimum the velocity is Keplerian. 
The cosmogonic consequences of this fact are evident. Each planet will, 
during its condensation, adjust its orbit to the moment of momentum, which 
its matter possessed, when it was still part of the disc. A planet born within 
a zone of outward increasing density will draw away from the sun, a 
planet born within a zone of outward decreasing density will draw nearer 
to the sun. But graphical interpolation of the planetary density curve of 
figure 1, revealed a first maximum at the proper distance of the earth, a 
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minimum between Saturn and Uranus, a second maximum between Uranus 
and Neptune. Thus, postulating that the distances [rom the sun where the 
planets were born, strictly obey some law, we should find that Mercury, 
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Venus and Uranus revolve too far away from the sun, Mars, Jupiter, 
Saturn and Neptune too near, whereas the distance Sun-Earth, in which 
the other distances are expressed as a unit, remains constant. 

Let us express the law of the planetary distances by a simple exponential 
function, r—=ropt (n=0; 1,°2;.etc.), which is BoDeE’s law, omitting the 
irrelevant additative constant. Then, nearest agreement is obtained with 
the ratio p==1.79,.as may be shown by the following table, which contains 
the distances of the planets from the sun in astronomical units. 


os M AV) ‘ E M J S U N 
‘observed 0.39 0.72 1 LS 5.20 9.55 19.22 SOR 
computed 0.31 0.56 179 hoe 5 10.24 18.33. 32.77 


1 
quotient . -1.26 - 1.29, J.» 0.85; ° 0.91 0.93 1,05 0.92 


” The last row contains the quotients of the observed and computed values. 

It shows us that as a matter of fact Mercury, Venus and Uranus are 
placed too far away, whereas Mars, Jupiter, Saturn and Neptune are 
placed too near. 

On the one hand, this confirms our supposition that an exponential law 
has ruled the distances of the planets from the sun. I even dare say, in 
contradiction to suggestions from several sides, that an exponential law is 
much more strictly obeyed, than has ever been believed. It requires careful 
consideration, because it surely touches the root of the problem of the 
evolution of the solar system and may lead us to the solution of the 
fundamental question, as to which agency once transformed KANT’s disc 
into the rings of LAPLACE1). On the other hand, we could hardly conceive 
of any stronger evidence of a gaseous disc having constituted the embryo 
of the planetary system. 

The second question, which arises, is the question of stability. What is 
the condition that a gaseous equilibrium configuration, represented by 


fM , RT; de. 
Pica fp Oa Neato ae 


be stable? This is of course too complicated a problem to be solved in its 
integral form. My impression is that the most general criterion is the 
following. The gradient of angular velocity in radial direction should be 
less steep than the gradient, which follows from the formula 


wr? = constant, 


expressing the preservation of moment of momentum. For, in this case 
only, every mass element, which, after some arbitrary radial displacement, 


1) Versuch einer Entwicklungsgeschichte der Planeten, Erganzungsheft zu Gerlands 
Beitrage zur Geophysik, 17, 1927; On the electrostatic field of the sun due to its 
corpuscular rays, Proceedings Amsterdam, 33, 1930, p. 614; On the electrostatic field 


of the sun as a factor in the evolution of the planets, Proceedings Amsterdam 33, 1930, 
jes LAL 


A Be a aT 
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takes up a new circular orbit, will move with such a velocity that it tends 
to return to its former position. 
Multiplying (8) by r3, we get 
3 
AM ie Rip oe 
oe dr 


Differentiating (33) with respect to r, the condition of stability 


Tee oo Pe Oe ere eRe EP) 


dyoriedo: 
Ht FEAR ak ec en etree (34) 


immediately follows. The stability of the solar disc depends upon the radial 
density distribution in the equatorial plane. If the equation 


: d 3 vs 
PMERT TF ae) =o Posie ue co) 


has real positive roots, they represent the radii of the boundaries of zones 
of stability and instability. Within the former zones the motion of the gas 
is laminar, within the latter zones it is turbulent. 

For a first orientation in this matter of stability and instability, let us 
return to our approximate case (24). Substituting (24) in (8). we get 


fMoarit— ar) Rip © ge aye 1s (36) 
whereas the limit of stability follows from (35) 
FME ert Oat) Rle—O1 a, 2 Ge) (32) 
(37) has always one real positive root. The radius 
ae +V1+ 12 a(fM) (RT:)— 
6a ; 
divides the disc into an inner stable zone and an outer instable zone. We 
could localize the boundary, if we knew R and T;. This being not the case, 
let us draw a conclusion, which is independant of these data. 
Denoting the value of the angular velocity at the boundary by ,, the 
Keplerian value at the same distance by w,, we find by elimination of 


RT, from (36) and (37) 


(38) 


(w? sty 
em ye (39) 


w2 3ar—1 


Suppose a planet to be born at the boundary. With the generation of a 
planet from the disc it automatically adjusts its actual distance r, to the 
value w,, whereas we shall call r, the theoretical distance corresponding 
with the Keplervalue w,, We then get evidently 


1 


ee te ee ge 40) 
eo 3 'ar 1 
Suppose, instability sets in on the descending branch of the density curve. 
Then 2ar > 1 and the quotient (40) is limited between 1 and 2/.. We then 
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may observe our planet down to two thirds of its theoretical distance from 
the sun at most, but if so, irregularities in the behaviour of the planets 
beyond this hypothetical one are to be expected. 

Fortunately, an example of this approximate case immediately presents 
itself. The great bulk of planetoids between Mars and Jupiter, on the first 
descending branch of the density curve, sets in at about 2.0 A.U., that is 
at 0.63 of their theoretical distance 3.20 A.U. This strongly suggests that 
the riddle of their origin can be solved in a remarkably simple manner. The 
planetoids were born within a zone of instability and turbulence in the 
gaseous disc. This fact explains their not being united in one body, as well 
as their puzzling dispersity and excentricity. 

The inner radius of this zone of instability must have been smaller than 
3.20 A.U. If the equatorial density had rigorously followed the function 
(24), with its one maximum, the disc would have been unstable from the 
inner limit up to infinity. The planetary density curve, however, rises a 
second time beyond Saturn. Consequently an outer limit to the zone of 
instability might have been anticipated. The outer radius has evidently 
exceeded 3.20 A.U., but it must have been smaller than 5.73 A.U. the 
theoretical distance of Jupiter. 

As instability occurred on the first descending branch of the density 
curve, we may expect it to occur once more on the second descending 
branch of the density curve, beyond the density maximum between Uranus 
and Neptune, and it evidently did occur. For, does not the recent discovery 
of the excentric Pluto make it extremely probable that astronomers have 
got hold of the first member of a new family of planetoids, which might be 
well called plutoids ? 

The mean distance of Pluto from the sun is 39.9 A.U., that is 0.68 of its 
theoretical distance 58.7 A.U., again strikingly near to the theoretical limit 
of two thirds. It is dubious, whether or not the density of the planets 
increases a third time in outward direction. It is therefore dubious, whether 
the second zone of instability, where the plutoids originated, extends to 
infinite distance, or that there is a chance for some more regular planets to 
pursue still larger orbits (See figure 1). 

I think it rather improbable that big transneptunian planets should exist. 
It is far more probable that we have to look at the comets as messengers 
descending to the sun from the outmost instable and turbulent portions of 
the solar nebula, where it merged into the interstellar medium. 

Concluding this paper I should like to emphasize that we have found 
such convincing evidence of a gaseous disc having constituted the original 
state of our planetary system that I feel obliged to express doubt, whether 
the Tidal Theory of the origin of this system will remain any longer a 
serious competitor besides some other theory, which follows the line of 
thought of DESCARTES, KANT and LAPLACE. 


The Hague, March 1932. 
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Chemistry. — Lyotrope Zahlen und Ioneneigenschafien. Von E. H. 
BUCHNER, ANDR. VOET und E. M. Bruins. (Communicated by 
Prof. A. F. HOLLEMAN.) 


(Communicated at the meeting of April 30, 1932.) 


1. Es hat sich als méglich erwiesen, Anionen auf Grund ihrer aussal- 
zenden Wirkung auf lyophile Kolloiden eine lyotrope Zahl N als Mass 
ihres lyotropen Verhaltens zuzuerkennen1). Bei diesen Experimenten 
konnte die Wirkung des Kations mit Hilfe mathematischer Erwagungen 
eliminiert werden. Im Folgenden wird nachgewiesen werden : 

1. dass fiir die Kationen eine analoge Reihe als Massstab fiir ihre 
lyotrope Wirkung aufgestellt werden kann, mittels deren Hilfe auf ver- 
schiedenen Gebieten lineare Beziehungen in Erscheinung treten ; 

2. dass die gefundenen Zahlen N der Anionen auf verschiedenen, von 
der lyotropen Reihe beherrschten Gebieten ihre Giiltigkeit behalten. 


A. Kationen. 


2. Numerische Festlegung der Kationenreihe. 

Als Ausgangspunkt wahlen wir Koagulationsexperimente hydrophober 
Solen. Da wir fiir unsere quantitativen Betrachtungen scharfe Bestimmun- 
gen benétigen, kommen fiir Bearbeitung allein diejenigen Versuche in 
Betracht, bei denen die Koagulierung durch Zahlung der Teilchen ver- 
folgt ist. . 

Wir wahlen die Versuche P. TuoriLa’s 2) tiber die Koagulierung von 
Goldsolen mit LiCl, NaCl, KCl, RbCl und CsCl. Fig. 1 zeigt den Zusam- 
menhang zwischen der Farbengleichheit (Fbg) der Lésung, gemessen mit 
dem ByerruMschen Keil und der Zeit in Minuten. 

Aus TuoriLa’s Messungen (Tabelle 1) folgern wir, dass ein linearer 
Zusammenhang zwischen der Fbg und der Teilchenanzahl », per ccm 
besteht : 


Bbg = A>, By (Pig. 2) 


TABELLE I. 
Fbg = 7.8 y= 6.8le 188 Fbg = 13.5 vy, = 3.00. 108 
= 10.5 = 475°, » = 155 ei see 
| 
= 123 AS 66.250 Al . = 16.0 | . = 1.40. 


IGE: M. Bruins, Diese Proceedings, 35, 107, 1932. 
2) Koll. Beih. 22, 191 (1926). 
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Fig. 1 Fig. 2 
Wir kénnen somit die Fbg als Kriterium fiir die », akzeptieren. Nach 
der Koagulierungstheorie VON SMOLUCHOWSKI's gilt fiir Me die Bezichung 


J ———— vow 
Y, === 


wobei 7, eine Konstante ist. 

Hieraus folgt, dass die »,, t- (also,auch die Fbg. t-)Kurven Hyper- 
beln sind. a ae 

Eine numerische Festlegung der Reihe der Kationen wird nun durch die 
Bemerkung erreicht, dass die (Fbg, t)-Kurven fiir LiCl, NaCl, KCl, RbCl 
und CsCl fiir gleiche Konzentration ein System affiner Hyperbeln bilden. 

Wenn man nun, beriicksichtigend, dass Fbg —6 den Beginnpunkt der 
Figur darstellt, die (Fbg—6) fiir verschiedene, doch konstant gewahlte 
Zeiten, z.B. t==2’, t= 4, t= 6’ als Kartesische Koordinaten auffasst, 


erhalt man ein System von Geraden durch den Ursprung (Fig. 3. 
Tabelle 2). 


TABELLE II. 

Zeit IL Na K Rb Cs 
a 7.6 8.2 10.0 10.5 dee 
4/ 8.4 9.0 11.6 25 12.9 
6' 8.6 9.4 12S 12.9 13:7 


Man kann nun das Verhialtnis der zu einer bestimmten Zeit gehérenden 


Zahlen (Fbg.—6) als charakteristisch fiir die Wirkung der Kationen 
auffassen. 

Wahlen wir nun als lyotrope Zahl T fiir Cs 60,0 und Na = 100.0, 
dann folgt hieraus: Rb — 69.5, K =—75.0, Li = 105.2. 
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Aus Fig. 4 ersieht man den erforderlichen linearen Zusammenhang 
zwischen Fbg und T fiir verschiedene Zeiten. 


Sb r : 
F4-6 (t=4') 7 ye 
Fig. 3 Fig. 4 


/00 Te 


Mathematisch folgt nun aber aus der Tatsache dass diese Hyperbeln 
untereinander affin sind, dass bei konstant gewahlten Konzentrationen die 
zur Abnahme der Teilchenanzahl (Fbg) zu einer bestimmten Fraktion der 
urspriinglich vorhandenen Anzahl benétigten Zeiten, auch in linearem 
Zusammenhang mit den Zahlen T stehen miissen. 

Es zeigt sich nun, dass die (t, c) Kurven fiir Fbg = konstant ebenfalls 
ein System affiner Hyperbeln1) (Fig. 5) mit numerisch gleichen 
Beziehungen bilden, woraus man schliessen kann, dass der Flockungs- 
wert, definiert als diejenige Konzentration, bei der in einer bestimmten 
Zeit die Teilchenanzahl bis zu einer bestimmten Fraktion zuriickgegangen 
ist, ebenfalls linear von den Zahlen T abhangen muss. 


Fig. 5 Fig. 6 


1) Man berechnet leicht, dass die Werte aus der Tabelle TuORILA’s (1.c.) fir z.B. LiCl 
der Gleichung: fc + 0.96 c — 36 t — 50.7 = 0 (usw.) entsprechen. Der Beweis der Affinitat 


verlauft véllig analog dem vorhergehenden Beispiel. 
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Priifen wir dies fiir ein anderes Goldsol, dann zeigt sich die Richtigkeit 
dieses Satzes, wenn auch Li etwas abweicht1!) (Fig. 6). 

Ebenfalls tritt fiir ein Paraffinsol bei verschiedenen Konzentrationen der 
lineare Zusammenhang sofort zutage >) ( Figs 6). 

Man kann also wohl erwarten, dass diese Beziehungen im allgemeinen 
bei Koagulationsexperimenten gefunden werden diirften. 


3. Elektrokinetisches Potential. 


Auch die Abnahme des elektrokinetischen Potentials von Solen durch 
Hinzufiigung von Elektrolyten erweist sich als linear abhangig von den 
lyotropen Zahlen der betreffenden lonen. 

Fig. 7 gibt dies fiir eine Tonsuspension 2), Fig. 8 fiir ein Paraffinsol 2) 
an (Na weicht etwas ab). 

Analoge Beziehungen gelten fiir eine mit Erdalkalichloriden ausgeflockte 
Quarzsuspension (Fig. 9), wobei die lyotropen Zahlen aus Viskositats- 
messungen 3) abgeleitet sind 4). 


Fig. 7 und 8 


4. Einfluss auf die Reaktionsgeschwindigkeit. 


Die lyotrope Reihe tritt ebenfalls in die Erscheinung bei dem Einfluss, 
welchen neutrale Salze auf die Inversionsgeschwindigkeit von Rohrzucker 
ausiiben 5). Auch hier finden wir wieder einen linearen Zusammenhang 
zwischen der prozentualen Zunahme der Inversionsgeschwindigkeit und 
derjenigen der lyotropen Zahlen T (Fig. 10). 

1) TuORILA l.c. Tabelle 46. 

2) TuoRILA, Koll. Beih. 27, 44, (1928). 
3) BUCHNER, BRUINS und MERCKEL, Diese Proceedings, folgende Mitteilung. 
*) Weniger einfache Falle, wie z.B. diejenigen, bei denen JIonenaustausch eintritt 


oder wobei die ‘,c-Kurven anfangs Steigung aufweisen, werden ausser Betracht gelassen, 
5) SPOHR, Z. Phys. Chemie, 2, 201, (1888). 


Th) al > 6a 
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Dieselben Beziehungen treten bei dem Einfluss der Erdalkalichloriden 
auf die Inversion der Sacharose auf (Fig. 11). 


B. Anionen. 


5. Einfluss auf die Verseifungsgeschwindigkeit von Estern. 
Fig. 12 zeigt, dass die prozentuale Veranderung der Verseifungs- 


Fig. 10 und 11 Fig. 12 


geschwindigkeit von Athylazetat linear von den lyotropen Zahlen 
abhangt!). 


6. Quellung. 
Von diesem ausgedehnten Gebiet haben wir nur eine einzige quanti- 


tative Untersuchung gepriift 2). 

Wenn wir Gelatine in Elektrolytlosungen quellen lassen, zeigt sich, dass 
das Gewicht der gequollenen Gelatine als Vielfaches des Trockengewichts 
linear von den Zahlen N abhangt. Hierbei ist jedoch zu bemerken, dass, 
da die Zahlen durch Vergleichung aquimolarer Lésungen 3) abgeleitet sind, 
ein- und zweiwertige Ionen verschiedene Gerade bilden werden: letzteres 
infolge der Unvergleichbarkeit der Ionenwirkung in Aquinormalen Lésun- 
gen, da hier sowohl Anion als Kation eine Rolle spielen. 

Die Geraden fiir ein- und zweiwertige Ionen gehen durch einen Punkt 
auf der Geraden S = 16, den Wert fiir Wasser, wie theoretisch erwartet 


werden kann (Fig. 13). 


1) SPOHR, Lc. ; Arrhenius, Z. Phys. Chem. 1, 110, (1887). 
2) BUCHNER, Rev. Trav. Chim. 46, 439, (1927). 


3) BRUINS, l.c. 
37 


Proceedings Royal Acad. Amsterdam. Vol. XXXV, 1932. 
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Theoretische Betrachtungen. 


7 Stellen wir uns die Frage, welche Bedeutung wir dem Vorangehen- 
den beimessen kénnen, dann fallt es auf, dass die lyotrope Wirkung eine 
Eigenschaft der Ionen selbst sein muss und zwar auf jedem Gebiet die- 
selbe Grundeigenschaft, da ja iiberall lineare Beziehungen gefunden 
werden. Nun ist man schon lange geneigt, die lyotrope Reihe als Resultat 
des wasseranziehenden Vermégens der Ionen aufzufassen. 

Nach den Untersuchungen FaJANs und Anderer kénnen wir als quan- 
titatives Kriterium die Hydratationsenergie annehmen, wahrend die 
Hydratation selbst auf elektrische Beeinflussung des Mediums zuriickge- 
fiihrt wird 1). 

Es zeigt sich denn auch, dass die Hydratationsenergie (nach BoRN—_ 
FaJANS, korrigiert nach neueren Messungen) 2) sowohl bei den Alkali- 
(Fig. 14) und Erdalkali-Ionen als bei den Anionen (Fig. 15) in Zusam- 
menhang mit den lyotropen Zahlen steht. 


Fig. 13 Fig. 14 


Da auf theoretischem Wege nachgewiesen ist, dass fiir gleichgebaute 
Ionen die Hydratationsenergie annahernd dem reziproken Jonenradius 1) 
proportional zu setzen ist, lasst sich ebenfalls lineare Abh&angigkeit 
zwischen den lyotropen Zahlen und dem reziproken lonenradius (nach 
GOLDSCHMIDT) erwarten, was sich auch in der Tat als richtig erweist 
CPig; 4neml a 

Schliesslich suchten wir nach einem Zusammenhang zwischen den 
lyotropen Zahlen und Eigenschaften der Ionen, die unmittelbar mit der 
Energie des elektrischen Feldes der lonen zusammenhangen. Wahlen wir 
hierfiir sowohl die Ionisationsspannungen der Alkalien als die Gitter- 
energien der Alkalihydriden, Chloriden, Bromiden, Jodiden, dann zeigt sich 


1) Born, Z. Phys. i, 45 (1920). WEBB, Am. Soc. 48, 2587, (1926). 
2) VAN ARKEL und DE BOER, Chemische Binding, Amsterdam (1930). 


vy ee 


te 


a) 
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direkt der lineare Zusammenhang mit den lyotropen Zahlen (Fig. 16, 
Ordinate in beliebigem Mass). 


Fig. 15 Fig. 16 
8. Wir kénnen also als Schlussfolgerung feststellen, dass es mdglich 
ist; die rein lyotrope Wirkung der Ionen von sekundadren Effekten’ zu 


trennen. 
Besteht ein rein lyotroper Effekt, dann werden wir lineare Abhangigkeit 
der lyotropen Zahlen finden. Tritt ein sekundarer Effekt auf, dann werden 


Abweichungen der Geraden angetroffen. 
Weiter wird die Auffassung, dass die lyotrope Wirkung der Ionen von 
der Energie der Ionenfelder abhangt, durch quantitative Erwagungen 


gestutzt. 
Amsterdam, Anorganisch Chemisches Laboratorium 


der Universitat. 


Chemistry. — Lyotrope Zahlen und Viskositat. Von E, H. BUCHNER, 
E. M. Bruins und J. H. C. MERCKEL. (Communicated by Prof. 


A. F. HoLLEMAN.) 


(Communicated at the meeting of April 30, 1932.) 


1. Die lyotropen Reihen der Ionen treten u.a. in der Viskositat von 


Salzlésungen zutage. 
Aus den untenstehenden Tabellen liest man fiir Sduren, Na- und K-Salze 
yon jedesmal gleicher Normalitat die Reihenfolge ab: 


E> SO, Cl GIO; S=NO,> Br>GNno>l 
oe 
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und fiir die Erdalkalichloriden die Reihenfolge: 
Be > Mg > Ca > Sr > Ba 


Die Reihe der Anionen stimmt, was die Reihenfolge der Ionen anbelangt, 
nicht ganz mit der Reihenfolge iiberein, wie diese beim Ausflocken gefun- 
den wird. 

Durch die Experimente BUCHNER’s und KLEyN’s?) und diejenigen 
BUCHNER’s und PostMa’s2) iiber das Aussalzen von Gelatine und Agar- 
solen ist bewiesen, dass in diesen Fallen die Anionen durch einander ersetzt 
werden kénnen. Weiter hat sich gezeigt, dass sich der Einfluss der Kationen 
bei diesen Erscheinungen eliminieren lasst 3). 

In der Viskositat einer Salzlésung werden sich jedoch sowohl die 
Kationen als die Anionen geltend machen. J. WAGNER#) hat friiher die 
Frage, ob sich diese Viskositat additiv aus Eigenschaften der lonen 
berechnen lasst, fiir héhere Salzkonzentrationen verneinend beantwortet. 
Bei niedrigeren Salzkonzentrationen tritt jedoch Additivitat der Jonen auf. 
Die Abweichungen bei héheren Konzentrationen sucht WAGNER aus einem 
verschiedenen Dissoziationsgrad der Salze zu erklaren. 


2. Verfolgt man die relative Viskositat in bezug auf Wasser bei ver- 
schiedenen Sauren, dann findet man hierfiir die folgenden Werte bei 
(25 

Die Viskositat der einbasischen Sauren erweist sich als linear abhangig 
von den lyotropen Zahlen der Anionen, wie diese von BRUINS (l.c.) ange- 
geben sind. Fig. 1 gibt dies graphisch wieder. 


TABELLE I °). 
th 252 Van lion ln 
H, SO; 1.022 1.043 1.090 
HCl 1.017 1.034 1.067 
HCO; 1.014 1.025 1.052 
HBr 1.009 1.016 1.032 
HNO; 1.005 1,011 1,027 


1) Diese Proceedings 30, 740, 1927. 


)D 

2) Diese Proceedings 34, 699, 1931. 

3) BRUINS, diese Proceedings 35, 107, 1932. 

4) Ztschr. Phys. Chemie 5, 31, 1890. 

5) LANDOLT BORNSTEIN, Tabellen. S. 86—89. 1923. 
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Es zeigt sich weiter, dass die zu verschiedenen Konzentrationen gehéren- 
den Linien durch einen Punkt auf der Linie 7—1.000 gehen, was theore- 
tisch zu erwarten ist, da in einem derartigen Diagramm dieser Punkt den N 
des Anions einer Sdure (eventuell eines Salzes), das die Viskositat von 


Fig. 1 


Wasser nicht beeinflusst, angibt. Da dieser Schnittpunkt bei N etwas 
kleiner als 12.5 liegt, ist also zu erwarten, dass HJ eine Viskositat von ca. 
1.000 ergeben wird, und zwar etwas kleiner. Dies ist in der Tat der Fall. 
Man findet fiir 0.1 n HJ 0.996 angegeben und fiir 0.2n HJ 0.995 1)* 

Die HSO, wiirde fiir N=2 véllig ausserhalb dieser Geraden fallen. 
Bedenkt man aber, dass die Zahlen der Anionen durch Vergleichung 
aquimolarer Lésungen nach Eliminierung des Kations erhalten sind, dann 


leuchtet es ein, dass die Konzentration der SO,” Ionen um die Halfte zu 


klein ist. 
Nimmt man fiir die Sduren eine Additivitat der Ionen an und bemerkt 


man, dass der Ay der Konzentration direkt proportional $st, dann folgt 
hieraus, dass man durch eine Verschiebung des SO,” Ions nach einem 


1) International Critical Tables, Vol. V, 12, 1929. 
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anderen N die verschiedenen Punkte fiir die H»SO4 auch auf die Geraden 
bekommen kénnen wird. Dies ist in der Tat der Fall bei N==9.3, 
~ Der Konzentrationsunterschied bewirkt also, dass das SO4” scheinbar 
nach einem anderen N verschiebt, und fiir die Sduren kann man folgern: 
1. Die Viskositat der Sauren (< 1n) ist additiv aus einem Modul fiir 
die H-Ionen und einem Modul fiir die Anionen zu berechnen. 
2. Die Moduli der Anionen hangen linear von den lyotropen Zahlen ab. 


3. Wenden wir uns nunmehr zu der Viskositat von Lésungen von 
Na- und K-Salzen. Diesbeziigliche experimentelle Data findet man in den 
Tabellen II und III. 


TABELLE II }). TABELLE III 2). 
t= 25°] yn | Ian ln t= 25° | Agno nf een ele 
Na Br | 1.015 | 1.030 | 1.064 K-Ci), 2.000 | 0.998 | 0.997 | 0.997 
NaClO;| 1.022 | 1.042 | 1.090 KBr | 0.991 | 0.982 | 0.974 | 0.969 
Na Cl | 1.024 | 1.047 | 1.097 K, SO,.10— 111.056 1084 ee 
Nay SO, 032 e1106.) 120. = KNO3 | 0.991 | 0.983 | 0.977} — 
Naije i 1.008 9 | #x1.025811)4 1.032 K J | 0.982 | 0.965 | 0.949 | 0.936 
NaCNS| 1.015 | 1.028 | 1.060 KCNS | 0.991) 0.982| — | 0.972 
KF | 1.037 1072 ae | _ 


Wie man leicht berechnen kann und wie aus Fig. 2 und 3 erhellt, ergibt 
ein 7, N-Diagramm wieder fiir Chloride, Bromide und Jodide drei durch 
einen Punkt auf der Linie 71.000 gehende Grade. 

Wenn man bei den Natriumsalzen das SO,” nach N=5.4 und das 
CNS’ nach 11.5 schiebt, bekommt man wieder einen Satz Punkte auf einer 
Geraden fiir jede Konzentration. 

Bei den Kaliumsalzen muss man CNS’ von reichlich 13 nach 11.4 ver- 
schieben, Das Sulfat kommt auf N—6.0, das Fluorid auf N—4.8. 


4. Ferner kann man bemerken, dass die Viskositat von Gelatine- und 


1) LANDOLT BORNSTEIN, Tabellen, S. 86—89. 1923 und eigene Bestimmungen 
MERCKELS. 


2) EDELMAN, Dissertation, Utrecht, 1931, S. 31 und 39. 
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Amylumsolen bei mittleren Elektrolytkonzentrationen ebenfalls linear von 


1300 


e 


Y & AWN 
mein 2 Fig. 3 


den lyotropen Zahlen abhangt (siehe Figuren 4 und 5 und Tabellen IV 
und V). 


TABELLE IV }). TABELLE V 2). 
ee — 
te = n = n fae ian Ion 3/4 n 
| —_— 
| K Cl 1.083 1.107 K Cl 51.0 52:3 53.9 
K Br 1.068 1.097 K Br 3172 BSS) 57.7 
KN O3 1.065 1.092 KNO; 54.1 56.8 59.3 

ae ee 
K J 1.054 1,083 K J 56.0 58.6 60.8 


1) GALEMA, Dissertation, Utrecht 1931, S. 16—18. 
2) EDELMAN, l.c. S. 34. 


ay 


Der elektroviscése Effekt ist bei diesen Konzentrationen bereits weg- 
genommen, wahrend andere Effekte, die sich in dem Durcheinanderlaufen 


der y-c-Linien aussern, noch nicht in den Vordergrund treten. 


Fig. 4 Fig. 5 


5. Oben ist nachgewiesen, dass die Veranderung der Viskositat bei 
Lésungen von Sauren und Salzen von Konzentrationen S In direkt propor- 
tional den lyotropen Zahlen der Anionen ist. Die Verschiebung des SOW 
Ions nach einem anderen N kann besonders durch den Konzentrationsein- 
fluss erklart werden, der schon angegeben ist. Es zeigt sich jedoch, dass 
die Verschiebung fiir Schwefelséure, Natrium- und Kaliumsulfat eine 
andere ist. Auch das Rhodan-Ion verschiebt sich'), Man kann dies durch 
eine Beeinflussung der Jonen untereinander erklaren. Das Kation bringt 
die Wirkung des Anions, die iibrigens durch die lyotrope Zahl bedingt 
wird, zu einer bestimmten Fraktion p zuriick. In vorstehenden Fallen kann 
man bei konstantem Kation stets schreiben: An—K (pN—a), wobei K 
eine der Konzentration proportionale Konstante und p ein Faktor, der in 
vorstehenden Fallen ausschliesslich fiir SO, und CNS von der Einheit 
verschieden ist, darstellen. 


6. Auch fiir die Viskositat der Kationen werden diese Betrachtungen 
weiter ausgearbeitet werden. Bereits wurde fiir die Erdalkalien die Reihe 2) 
gefunden : 


Be 2222.4. Mg==1148 Ca—=10,05 Ssris= 90 Bae 


Diese Zahlen sind aus den folgenden Viskositatsmessungen der Lésun- 
gen von Chloriden berechnet (Tabelle VI). 


1) Bemerkenswert ist der Umstand, dass die Verschiebung von CNS, bewirkt durch die 
einander verwandten Ionen Na und K, dieselbe ist. 


2) Vergleiche hierfiir BUCHNER, VOET und BRUINS, diese Proceedings, vorangehende 
Mitteilung. 


s 
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TABELLE VI ’). 


t=25° | 1/4, n 


/2 0 | een 


Ba Cl, | 1.032 | 1.064 | 1.095 


Sr Cl | 1.037 1.073 1.110 
Ca Cl, 1.040 1.081 1.121 
Mg Cl. 1.053 1.105 1.158 


Be Cl2 1.080 1.158 ~ 


Amsterdam, Anorganisch Chemisches Laboratorium 
der Universitat. 


1) EDELMAN, l.c. S. 42, 43. 


Geology. — Tektonik des Zinnerzgrubengebietes von Klappa-Kampit, Bil- 
liton, Niederlandisch Ost-Indien1). Von P. M. ROGGEVEEN. (Com- 
municated by Prof. L. RUTTEN.) 


(Communicated at the meeting of April 30, 1932.) 


Das Grubengebiet von Klappa-Kampit liegt im Nordosten der Insel Bil- 
liton in 2°42’ s.Br. und 108°5’ 6.L.2). Die Zinnerzgruben befinden sich 
bei dem Klappa-Kampit-Berg, der ungefahr 216 m hoch ist 2). In diesem 
Berg gibt es mehrere Erzgruben; am Nordfuss liegen einige Gruben, welche 
eine Tiefe von 125 m erreichen 3). 

Das ganze Gebiet besteht aus Sandsteinen (Quarziten) und Tonschiefern 


- ohne Fossilien, Kalkige Sedimente fehlen. Das Schichtstreichen ist nicht 


ganz konstant: es wechselt von N85°0 bis N125°0. Im allgemeinen ist es 
etwa 110°, was ungefahr iibereinstimmt mit dem vorherrschenden Sedi- 
mentstreichen im weiter éstlichen Billiton. Im Nordwesten des hier behan- 
delten Gebietes ist das Streichen ca. 90°. Dieses kommt westlicher allge- 
mein vor. Das Fallen der Schichten ist immer steil, das heisst fast immer 
grésser als 65°, bis 90°. Siidliches Einfallen ist Regel; nur am Nordfuss 


1) Veréffentlicht mit Genehmigung der Direktion der ,,Gemeenschappelijke Mijnbouw- 


maatschappij Billiton”. 
2) Zeekaart Oostkust Billiton, 1 : 200.000 (1902). 
3) Hohenangaben werden gemacht in Bezug auf die O-Isohypse der Karte, weil die 


genaue Hohe iiber Meeresniveau noch nicht bekannt ist. 
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des Berges trifft man zuweilen nérdliches Einfallen an. Synklinalen oder 
Antiklinalen kénnen nicht unterschieden werden: die Sedimente sind wahr- 
scheinlich isoklinal gefaltet worden, was dem Anschein nach in Billiton 
Regel ist. : 

In den Sedimenten von Klappa-Kampit gibt es Erzgange. Sie enthalten 
ausser Zinnerz u.A. Pyrit, Pyrrhotin, Arsenkies, Kupferkies und Magnetit. 
Weiter treten auf: Quarz, Fluorit, Glimmer, Chlorit, Hornblende, Pyroxen, 
Granat, Turmalin, Topas, Calcit, Siderit, Vivianit, usw. Die Erzgange 
treten auf in der Schichtrichtung (Lagergange) und auch als Fillung von 
Verwerfungsspalten (Verwerfungsgange). Die Lagergange sind oft an 
bestimmten petrographischen Niveaus gebunden, z.B. Grenzen von Ton- 
schiefern und Sandsteinpaketen. ‘Sie treten meistens auf in den tonigen 
Gesteinen. 

Granite oder andere Eruptivgesteine’ sind aus diesem Gebiete nicht be~- 
kannt, Der nachstliegende Granit befindet sich in einer Entfernung von _ 
ungefahr.7 km: In den Tiefgruben am Nordfuss-des Berges gibt es jedoch 
hier und da schwache Kontakterscheinungen in den tonigen Sedimenten, 
welche auf eine Anwesenheit von Granit in der Tiefe hinweisen k6énnen. 
Gleichartige Sedimentumwandlungen sind jedoch bisweilen auch von den 
Erzgangen veranlasst worden,-wie ich-das-6fters vorgefunden habe. 

Das Klappa~-Kampit-Gebiet ist stark gestért von zahlreichen Verwer- 
fungen in verschiedenen Richtungen und fast immer mit steilem bis sen- 
krechtem Fallen. ; | 

In der Karte ist der tektonische Bau eines Teiles Klappa~-Kampits mit den 
wichtigsten Verwerfungen und Lagergangen angegeben worden. Aus der 
Richtung der Lagergange ist zu gleicher Zeit das Schichtstreichen er- 
sichtlich. 

Die Angaben der Karte sind fast ohne Ausnahme in den Bergwerken 
gesammelt worden, wo eine genaue Kartierung mdéglich ist. Das Tiefgruben- 
gebiet wurde von mir in 1931 kartiert. Was den Berg betrifft habe ich mich 
u.A. der Kartierungen von Dr. J. W. H. ApAm bedient, wahrend fiir dieses 
Gebiet auch Explorations-Ergebnisse verwertet wurden. 

Die tektonische Komplikationen des Tiefgrubengebietes sind derart, dass 
Weglassung einer Anzahl Einzelheiten notwendig war. Die Karte gibt den 
geologischen Aufbau der vierten Sohle, welche in einer Tiefe von mehr als 
90 m gelegen ist1). Fiir einige Details sind Aufnahmen der dritten und 
fiinften Sohle verwendet worden. 

Der geologische Bau des Berges ist angegeben in einem Horizontalschnitt 
auf ungefahr 30 m Hohe. Fir das siidéstlichste Teil des Kartengebietes 
sind einige Daten eines —6 m Niveaus abgebildet worden. 

Die Verwerfungen sind bisweilen mineralisiert, besonders im Klappa- 
Kampit-Berg, ausnahmsweise auch in den Tiefgruben. Die Lagergange sind 
von den Verwerfungen verschoben worden. In der Nahe von Lagergangen 


1) Vide Fussnote 3 (S. 575). 
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kann man in den Verwerfungen Erztriimmer antreffen, welche durch 
Schleppung in den Verwerfungsspalten gelangt sind. Die Mineralisation 
hat also angefangen vor der Entstehung der Verwerfungen. Ein Teil der 
Verwerfungen ist entstanden wahrend der Mineralisationsperiode, eine An- 


. Lagergange. 
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EGA Verwerfungen 


zahl jedoch erst spater. Es ist méglich, dass die Mineralisation im Gebiete 
der Tiefgruben eher statt gefunden hat oder friiher beendet war als in dem 


Berg. 
An verschiedenen Stellen konnte ein Altersunterschied zwischen ver- 
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schieden gerichteten Verwerfungen festgestellt werden. So gibt es im Tief- 
grubengebiet einige grosse Verwerfungen mit ungefahr 130°-Streichen, 
welche jiinger sind als ein dort auftretender Verwerfungsbiischel mit 65°- 
Streichen. Es konnte bewiesen werden, dass sie die 65°-Verwerfungen ver- 
schoben haben. Der 65°-Biischel vereinigt sich in nordéstlicher Richtung 
zu einigen grossen Verwerfungen. Im Siidwesten konvergiert er in eine 
grosse Verwerfung entlang der Nordwestflanke des Klappa~Kampit- 
Berges '). 

Sehr viele Daten beziiglich Rutschstreifen ergaben, dass die Verschie- 
bungen im Klappa-Kampit-Gebiet in fast horizontaler Richtung statt ge- 
funden haben. Nur selten bemerkte ich Rutschstreifenrichtungen, welche 
mit dem Streichen der Verwerfungsflachen einen Winkel von mehr als 30° 
umfassen. Im allgemeinen ist dieser Winkel bedeutend kleiner. 

In den meisten Fallen konnte bei den Verwerfungen festgestellt werden 
in welche Richtung ein urspriinglich zusammenhangendes Schichtenpaket 
an den Verwerfungsflachen entlang auseinander geschoben worden ist. Das 
ist méglich durch das 6fters Vorhandensein von Schleppungen, bisweilen 
auch dadurch, dass beiderseits der Verwerfungsflache iibereinstimmende 
karakteristische Schichten bekannt sind. Letzteres ist besonders der Fall 
fiir die Gebiete, wo Lagergange auftreten. 

In den Lagerganggebieten konnte also bei einer Anzahl Verwerfungen 
der Verschiebungsbetrag gefunden werden, Bei Verwerfungen, deren 
Streichen ungefahr senkrecht zum Sedimentstreichen steht, ergibt sich dass 
ihr Betrag gering ist im Vergleich mit dem Betrag von Verwerfungen mit 
anderen Richtungen. Der Betrag der ersteren ist selten mehr als einige 
Meter 2), wahrend die Betrage anderer Verwerfungen viel grésser sind. 

Ich beobachtete, das fiir alle Verwerfungen des Klappa~-Kampit-Gebietes, 
deren Streichen weder parallel, noch senkrecht zum Schichtstreichen orien- 
tiert ist, folgende Verschiebungsregel angegeben werden kann: 

Bei den steilen WVerwerfungen weist die Spitze der scharfen Ecke 
zwischen Schichtrichtung und Verwerfungsflache in der Richtung, in 
welcher die Fortsetzung einer Schicht verschoben worden ist (Fig. 1. Hori- 
zontalprojektion ). 

Die Schleppung verscharft diese Ecke. In obenstehender Regel wird 
jedoch die normale Schichtrichtung gemeint. 

Im Tiefgrubengebiet fand ich an 40 Stellen Werwerfungen, fiir die 
diese Regel zutrifft. In der Karte kann man zahlreiche Beispiele antreffen. 
Die Regel wird deutlich demonstriert von den Gangverwerfungen, z.B. in 
der Gangzone der Tiefgruben, und auch bei den zwei Lagergangen im 
Berge, welche alle von Verwerfungen stark zerbrochen worden sind. 


1) In der Karte ist dieser Zusammenhang schematisch angedeutet worden, weil, wie 
schon bemerkt wurde, die Geologie des Tiefgrubengebietes auf einem anderen Niveau ein- 
getragen worden ist, als diejenige des Berglandes. 


Im allgemeinen sind es kleine Verwerfungen, welche nur zum Teil in der Karte abge- 
bildet sind. 
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Diese Gesetzmassigkeit der Werschiebungen lasst sich in folgender 
Weise erklaren: 


PA 


Figs) Fig. 2. 


Wie schon bemerkt wurde, sind die Sedimente Klappa-Kampits steil auf- 
gerichtet und offenbar isoklinal gefaltet worden. Die steile Lagerung ist 
entstanden durch zusammenpressende Bewegungen, senkrecht zur gegen- 
wartigen Streichrichtung. Die Aufrichtung hat ein vertikales Ausweichen 
in Bezug auf die Zusammenpressung verursacht. In der Richtung der Zu- 
sammenpressung wurde in dieser Weise die Machtigkeit des Gesteinspakets 
verringert. 

Als die Zusammenpressung noch mehr zunahm, entstanden in den Teilen 
mit starkster Zusammenpressung steile Ausweichflachen, welche eine 
weitere Machtigkeitsreduktion ermdglichten: Material wurde diesen Ver- 
werfungen entlang aus den am starksten zusammengepressten Gebieten 
seitwarts fortgeschoben. Die Verschiebungsbewegungen sind direkte Kom- 
ponenten der Zusammenpressung (Fig. 2). 

In dieser Weise ist m.E, der Verschiebungsmechanismus der Klappa- 
Kampit-Verwerfungen zu betrachten. 

Die Verwerfungen, deren Streichen ungefahr senkrecht zum Schicht- 
streichen steht, kénnen keine Kiirzung in der Zusammenpressungsrichtung 
veranlassen. Es sind keine Ausweichverschiebungen. Ihr Betrag ist gering. 
Deutliche Beispiele solcher Verwerfungen kommen vor im westlichen Teil 
des Berges. 

Zum Schluss diirfte noch bemerkt werden, dass im Klappa-Kampit- 
Gebiet an einem Ort kleine, wenig geneigte Verwerfungen auftreten, deren ° 
Streichen ungefahr zusammenfallt mit der Schichtrichtung. Diese Verwer- 
fungen sind Aufschiebungen, deren Hangende sich beziiglich des Liegen- 
den relativ gehoben hat. Auch sie haben also eine Kiirzung in der Zusam- 
menpressungsrichtung verursacht. 

Die tektonische Phanomene im Klappa-Kampit-Gebiete kénnen also alle 
mit der Zusammenpressung des Sedimentpakets in Zusammenhang ge- 
bracht werden. 


Bussum, 5 Marz 1932. 


Geology. — Mesozoisches Koniferenholz (Protocupressinoxylon malayense 
n.s.) von der Insel Soegi im Riouw-Archipel, Niederlandisch Ost- 
Indien. Von P. M. ROGGEVEEN. (Communicated by Prof. L. 
RUTTEN. ) 


(Communicated at the meeting of April 30, 1932.) 


In August 1930 fand ich verkieseltes Koniferenholz bei Tandjong Riau 
an der Siidkiiste der Insel Soegi im Riouw-Archipel (Fig. 1), aD 
grauschwarzen, bis kopfgrossen Stiicke wurden angetroffen am Fuss der 
steilen Felsenkiiste von Tandjong Riau, welche an dieser. Stelle aus 
konglomeratischen Sandsteinen besteht. Zweifelsohne stammen die Stiicke 
aus diesem Gestein her, denn auf Soegi und benachbarten Inseln tritt nur 
eine einzige Sedimentformation auf1), welche aus Sandsteinen mit Uber- 
gangen nach Konglomeraten, und Tonschiefern besteht. Dieser Formation 
wird altmesozoisches (wahrscheinlich triadisches) Alter zugemessen ”), 
weil in gleichartigen Sedimenten an mehreren Stellen triadische Fossilien 
gefunden worden sind (Malakka, Singapore-Insel), Lingga 4)), 

Ungefahr 20 Stiicke sind gesammelt worden. Insofern untersucht, 
gehoren sie alle zu derselben Art. Nicht alle Stiicke sind gleich gut erhalten. 
Die folgende Beschreibung ist gegriindet auf Schliffenuntersuchung von 
zwei der besten Stiicke 5). 


Beschreibung des anatomischen Baues : 

Die Tracheiden sind polygonale, abgerundete Prismen mit zugespitzten 
Enden. Nur an den Markstrahlen zeigen sie im Radialschnitt gelegentlich 
stumpfe Ende. Die Lumina sind im allgemeinen fast isometrisch, weil 
Jahresringe fehlen. Die Abmessungen wechseln von ca. 35—55 uw. Die 
Dicke der Tracheidenwande betragt ungefahr 10 uw. Die Tracheidenwande 


1) Von rezenten Ablagerungen abgesehen und mit Ausnahme- eines kleinen Gebietes 
an der Nordostkiiste, wo méglich altere Gesteine auftreten. 

2) A. CHR. D. BOTHE: Geologische verkenningen in den Riouw-Lingga Archipel en 
de eilandengroep der Poeloe Toedjoeh (Anambas- en Natoena-eilanden). Jaarb. v. h. 
Mijnw. in Ned. Indié, LXIV, 1926. Verh. II. S. 144 und die Karte. 

A. Cur. D. BOTHE: Brief outline of the geology of the Rhio Archipelago and the 
Anambas Islands. Jaarb. v. h. Mijnw. in Ned. Indié, LXIV, 1926. Verh. II. S. 97. 
8) J. B. SCRIVENOR: The geology of Malaya. London, 1931. S, 64, 65, 66 u. 107. 
BOTHE: Geol. Verk. usw. S. 119, 143, 144. 
4) BOTHE: Geol. Verk. usw. S. 143. 


5) Das Material wurde mit Genehmigung des Superintendenten der ,,Nederlandsch 


Indische Tin-Exploitatie-Maatschappij’ dem geologischen Institut der Universitat in 
Utrecht geschenkt. | 
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sind spiralgestreift. Die Richtung der Spiralstreifung ist 30—40° gegen die 
vertikale Tracheidenwand geneigt. Hoftiipfel sind nur auf den radialen 
Wanden der Tracheiden vorhanden. 
Tangentialtiipfel fehlen. Die Breite der 
Hoftiipfel ist ca. 20 u, mit rundem Porus 
(Diameter ungefahr 8 uw). Die Hoftiipfel 
befinden sich fast immer nur in einer 
Reihe auf den Tracheidenwanden, sehr 
selten sind sie zweireihig, sie sind dann 
immer opponiert gestellt. Die Hoftiipfel 
einer Reihe kénnen sich berithren und 
sich in geringem Masse abplatten. Im 
Tangentialschnitt sind derartige Tiipfel 
nur durch ganz diinne Wande vonein- 
ander getrennt. Der vertikale Hoftiipfel- 
abstand ist im allgemeinen weniger als 
5 u, selten mehr als die halbe Breite eines 
Tiipfels. Saniostreifen zwischen den Tiip- 
feln sind nicht wahrgenommen worden. 


49° 103°S0'O.L. 


Holzparenchym konnte nicht identifi- 
ziert werden. Hier und da gibt es zwar 
Zellen mit dunkelbraunem Inhalt, hori- 


zontale Querwande fehlen aber an- 
scheinend1). Diese Zellen sind wahr- 
scheinlich von gleichem Bau wie die 
normalen Tracheiden. 
Harzgange fehlen. 
Die Markstrahlen sind immer ein- 
Fig. 1 reihig. Sie sind 2-16-stéckig, im Mittel 
ca. 7-stéckig. Die Markstrahlenfrequenz kann folgenderweise angegeben 
werden: im Tangentialschnitt kommen einer Horizontallinie entlang z.B. 
folgende Elemente vor: Markstrahl, 4 Tracheiden, M, 6T, M, 4T, M, 
3T. M, 2T, M, 5T, M, 5T, M, 9T, M, usw. Im Radialschnitt findet 
- man einer Vertikallinie entlang z.B.: 9-stéckiger Markstrahl, 270 u, 5sM, 
680 wu, 9sM, 90 uw, 7 sM, 270 uw, 58M, 170 yu, 5sM, usw. 
Die Markstrahlzellhdhe ist ca. 25 wu, die Lange z.B. 80 w (letztere dfters 
undeutlich). Die mittleren Markstrahlzellen sind im Querschnitt ungefahr 
rund. Die Dicke der im allgemeinen schlecht erhaltenen, glatten Wande 


ist weniger als 5 w. Interzellulare sind undeutlich. Die Horizontal- und 
Querwande der Markstrahlen sind ungetiipfelt. Die Kreuzungsfeldtiipfel 
sind meistens schlecht erhalten, an einer Stelle des Radialschnittes sind sie 
aber recht deutlich. Es gibt 1—5 Tiipfel im Kreuzungsfeld, im allgemeinen 


1) Quarzkristallgrenzen. konnen hier Querwanden tauschend ahneln, werden aber in 
polarisiertem Licht leicht erkennt. 
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sind aber 1—3 vorhanden. Die ‘Tiipfel sind behoft und haben elliptische. 
geneigte Pori. Diese Tiipfel sind einférmig 1). Sie stehen meistens gedrangt 
beieinander. Die Tiipfelbreite ist ca. 10 wu, die Spaltbreite ca. 4 wu. 
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a.Tracheiden und Markstrahlen 
Tangential. 

b. Tracheiden. Querschnitt. 

c.Kreuzungsfelatupfel. Radial. 

d.Tracheiden mit Hoftupfeln. 
Radial. 


Fig. 2 


Zusammenfassung : 

Harzgangloses Koniferenholz ohne Jahresringe, mit harzfiihrenden Tra- 
cheiden, ohne Holzparenchym (?). Tracheidentiipfel nur auf den radialen 
Wanden, fast immer einreihig, meistens mit geringen Intervallen oder sich 
berithrend und bisweilen oben und unten in geringer Weise abgeplattet. 
Mehrreihige Tiipfel immer opponiert. Markstrahlen einreihig, aus einerlei 
Zellen. Wande glatt. Kreuzungsfeldtiipfel klein, 1—5, im allgemeinen 1—3 
im Kreuzungsfeld, behdft, mit geneigtem, ziemlich schmalem Porus. 


Bestimmung 2) : 

Der Bau der Markstrahlen schliesst die Gruppen Cedroxyla und Pity- 
oxyla aus. Das Holz gehért ebenfalls nicht zu den Taxoxyla, weil Spiral- 
verdickung der Tracheidenwande fehlt. Zu Juniperoxylon ist das Holz 


1) Wenn der Markstrahl im Diinnschliff gelegen ist, kann die Spaltéffnung, welche 
bekanntlich immer an das Tracheidenlumen grenzt, fortgeschliffen sein. Man sieht in 
diesem Fall ungefahr runde Pori und schmale Héfe. 

2) Literatur : 

W. GOTHAN: Zur Anatomie lebender und fossiler Gymnospermen-Hélzer. Abh. d. 
Preuss. Geol. Landesanstalt. Neue Folge, Heft 44. Berlin, 1905. 

A. C. SEWARD: Fossil plants. Vol. [V. Cambridge, 1919. 

W. PRILL u. R. KRAUSEL,: Braunkohlenhdlzer. Jahrb. d. Preuss. Geol. Landes- 
anstalt. Bos Oxon VII, 1917s elie ols 
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nicht zu stellen, weil die Tangentialwande der Markstrahlzellen ungetiipfelt 
sind. Der Markstrahlenbau ist dem der iibrigen Cupressinoxyla und 
Mesembryoxyla ahnlich. Es ist aber schwierig das Holz mit diesen Grup- 
pen zu vergleichen, weil Jahresringe fehlen und somit der typische Form- 
wechsel der Kreuzungsfeldtiipfel nicht vorkommt!). 

Das Fehlen von Holzparenchym und das Vorkommen dichtgedrangter, 
zum Teil abgeplatteter Hoftiipfel sind Merkmale des Araucarioxylon- 
Typus. Eine derartige Tiipfelung kann aber auch bei anderen Koniferen 
auftreten, z.B. bei Saxegothea conspicua Lindl. und einige anderen spiral- 
losen Taxaceae2). Bei den rezenten Cupressineae ist nicht immer Holz- 
parenchym vorhanden (GOTHAN, SEWARD), wahrend das Fehlen von 
Holzparenchym auch bei Phyllocladoxylon angegeben wird (SEWARD). 
Der Bau der Kreuzungsfeldtiipfel schliesst Xenoxylon aus, weil dieses 
grosse Eiporen hat. 

KRAUSEL unterscheidet als Protopinaceae eine Gruppe fossiler Koniferen, 
deren anatomischer Bau (besonders die Tracheidentiipfelung) einen Uber- 
gang vom araucaroiden Typus zu den iibrigen, modernen Gruppen darstellt. 
Eine derartige Tiipfelung hat auch das Soegi-Holz. Die Protopinaceae sind 
fast nur aus Kreide und Jura bekannt3). Es ist nicht ausgeschlossen, dass 
die Soegi-Sedimente jiinger als Trias (jiingeres Mesozoikum) sind, es ist 
jedoch auch méglich, dass hier eine triadische Protopinacee vorliegt. Das 
Koniferenholz von Soegi wird am Besten zu der Gattung Protocupressino- 
xylon EcCKHOLD gestellt, obwohl Jahresringe fehlen. Es ist keiner bekann- 
ten Art ahnlich. Ich benenne es: Protocupressinoxylon malayense nov. sp. 

Aus Niederlandisch Ost-Indien sind nur einige fossilen Koniferenhélzer 
bekannt. Tertiare Formen sind iiberhaupt nicht vorhanden *). 


R. KRAUSEL: Die fossilen Koniferenhélzer (unter Ausschluss von Araucarioxylon 
Kraus). Versuch einer monographischen Darstellung. Palaeontographica LXII, 1919, S. 185. 

R. KRAUSEL: Nachtrage zur Zusammenstellung fossiler Koniferenhélzer (unter 
Ausschluss von Araucarioxylon Kraus). Senckenbergiana, Bd. II, 1920, S. 198. 

R. KRAUSEL: Zur Bestimmung fossiler Koniferenhdlzer. (System). Senckenber- 
giana, Bd. II, 1920. S. 204. 

W. ECKHOLD : Die Hoftiipfel bei rezenten und fossilen Koniferen. Jahrb. d. Preuss. 
Geol. Landesanstalt. Bd. XLII, 1921. S. 472. 

1) Koniferenhdlzer aus Kreide und Jura tropischer Breiten zeigen keine Jahresringe. 
Vgl. W. GOTHAN: Die Frage der Klimadifferenzierung im Jura und in der Kreidefor- 
mation im Lichte palaobotanischer Tatsachen. Jahrb. d. Preuss. Geol. Landesanstalt. 
Bd. XXIX, 1908. S. 220. 

2) R. KRAUSEL: Beitrage zur Kenntnis der fossilen Flora Siidamerikas. I. Fossile 
Holzer aus Patagonien und benachbarten Gebieten. S. 10. Arkiv f. Botanik, Bd. 19, 1924. 
NO. 9. Stockholm. 

3) Voltzia coburgensis HOLDEN ist triadisch. Einige Hélzer mit fraglichem triadischen 
Alter, welche von KRAUSEL zu den Protopinaceae gestellt wurden, sind nach ECKHOLD 
unbestimmbar, ihrer mangelhaften Erhaltung wegen. 

4) ©. PosTHUMUS: Plantae. Feestbundel Prof. MARTIN. Leidsche Geol. Meded. Bd. 
V, 1931. Deel I: De palaeontologie en stratigraphie van N. O. IL, S. 488. 
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FELIX hat von Timor beschrieben : Araucarioxylon Martensi FELIx!). 
Die Beschreibung ist ungeniigend. Die Tracheidenhoftiipfel scheinen den- 
jenigen des Soegi-Holzes einigermassen ahnlich. Das Alter dieses Holzes 
ist unbekannt. ‘ 

Postuumus gibt Dadoxylon sp. an aus den pflanzenfiihrenden jung- 
palaozoischen Schichten von Djambi, Sumatra?), Eine Beschreibung ist 
noch nicht gegeben worden. 

Weiter hat PostHuMUS Cedroxylon erwahnt von zwei Stellen 3) : 

a. Aus der oberen Trias von Boeton. 

b. Von West Borneo. Das Alter wird nicht angegeben. 

SCRIVENOR berichtet, dass PoSTHUMUS in Material von Sarawak (Upper 
Sadong) auch Cedroxylon angetroffen hat. Dort kommt es unter Monotis- 
fiihrenden Schichten vor4). Keines dieser Hélzer ist jedoch beschrieben 
worden, was um so mehr bedauernswert ist, weil bis jetzt Cedroxylon noch 
nie mit Sicherheit aus Schichten Alter als Tertiér erwahnt worden ist. 

ScRIVENOR gibt das Vorkommen Koniferenholzes an von Pahang in 
Malakka5). Dieses Holz ist von SEWARD untersucht worden, der es fiir 
Araucarioxylon halt, Eine Beschreibung fehlt, die photographische Abbil- 
dung eines Tangentialschnittes ist undeutlich. Das Holz ist triadisch 
oder Alter. 

Das Fehlen von Beschreibungen der in Ost-Indien und Malakka gefun- 
denen fossilen Koniferen macht also eine Vergleichung mit dem Soegi- 
Holz unméglich. 


Bussum, 17 April, 1932. 


1) J. 'B. SCRIVENOR: loc. citsS. 78, 79. Fig. 11. 
2) J. FELIX: Untersuchungen iiber fossile Holzer. 3tes Stiick. Zschr. d. Deutschen 
Geol. Ges., Bd. XXXIX, 1887. S. 519. 


3) ©. PosSTHUMUS: Eenige opmerkingen betreffende de palaeozoische flora van 
Djambi. Verh. Kon. Akad. v. Wetensch. XXXVI, 1927. S. 429. 
ZWIERZYCKI & POSTHUMUS: De palaeobotanische Djambi-expeditie. Tschr. Kon. 
Ned. Aardr. Gen., 2de serie, XLIII, 1926. S. 210. 
4) ©. PosTHUMUS: On palaeobotanical investigations in the Dutch East Indies and 
adjacent regions. Bull. d. Jardin Bot. de Buitenzorg. Sér. III, Vol. 10, 1929. S. 378. 
5) J. B. SCRIVENOR: loc. cit. S. 80. 


Geology. — The tertiary virgations on Java and Sumatra, their relation and 
origin. By G. L. Smit SIBINGA. (Communicated by Prof. H. A. 
BROUWER. ) 


(Communicated at the meeting of April 30, 1932.) 


More than once already the attention has been drawn to the remarkable 
fact of the virgations of the Barison fold-axes on Sumatra, i.e. the property 
of these axes to diverge successively towards the east and to disappear 
one by one in the adjoining tertiary geosyncline, causing a gradual narr- 
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owing of the mountainbelt from north to south. This branching of the trend 
lines is most clearly visible in the region between the Highlands of Padang 
and the Lampong Districts. 

Less distinctly the same phenomenon may be observed on Java, however 
in an opposite sense. Several anticlinoria deviate in a northern direction 
from the geanticlinal axis of the island, so that the javanese virgations form 
more or less the reflected image of the sumatranese ones. A satisfactory 
explanation of this phenomenon, thus occurring as well on Java as on 
Sumatra, has not yet been given. 

The object of this communication is to trace the relations between both 
systems of branching trend lines and to give a reasonable explanation of 
the origin of this remarkable phenomenon. 


Sumatra. 

In the middle and southern part of Sumatra, from north to south, the 
following anticlinoria can be discerned as tectonic units: 

1. The Suligi-Lipatkain-range with the adjoining Bt. Kelam fold, running 
nearly parallel to it, which anticlinorium firstly plunging to the east, 
reappears afterwards in the Tigapuluh-mountainrange. Having passed the 
Batang Hari, it finally disappears under the Quaternary of the Lalang river. 

2. The Udjung-Bt. Serasah- and Lisun-Kwantan-Lalo-ranges with their 
eastern continuation: the Bt. Limau, finishing in the Kilis-Ketalo-fold. This 
anticlinorium is rooted in the Barisan in the region of Tapanuli. 

3. The Prebarisan-ranges, continuing by broad folds via the Duablas- 
mountains to the east up to the Palambang-Bt. Batu-anticline, which dis- 
appears under the Quaternary of the coastplain. This anticlinorium is rooted 
in the Barisan southeast of Padang. 

4, The Tembesi-Rawas-range, continuing via the Bt. Pendoppo and 
disappearing in the Limau- and Prabamulih-folds under the Quaternary of 
the Ogan river. It is rooted in the Barisan in the region of the G. Pandan. 

5. The Gumai-mountainrange, continuing in the Muara-enim- and 
Baturadja-anticlinoria. 

6. The Bt. Garba-range, the continuation of which is still unknown. 

7. The Benkulen-Bt. Sawoh-ranges. 

On fig. 1 the main trend lines of the 7 anticlinoria are indicated and 
numbered conformably. 

All these anticlinoria proceed from the Barisan, diverge with the geanti- 
clinal axis of this mountainrange (Sumatra-direction) and disappear to- 
wards the east under younger deposits. 


Java. 
The plan of Java is similar to that of Sumatra, although the branching 


of the tertiary trend lines is not so distinctly pronounced, On closer in- 
spection, however, a configuration analogous to that on Sumatra can he 
established. The javanese geanticlinal axis, the analogon of the sumatranese 
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three points approximately define its main trend, nearly conciding math the 
longer axis of the island (Java-direction). 

The following anticlinoria can be discerned as tectonic units’ on Java: 

1 and 2. In the younger Tertiary of Northern Rembang and Madura 
two anticlinoria with a general trend parallel to the axis of the island, in 
the middle part slightly bending off to the north. 

3. The Southern Rembang-anticlinorium, running for the greater part 
parallel to the Java-direction and showing a slight northward divergence 
near Semarang. 

4. The anticlinorium southwest of the Ungaran, widely diverging from 
the Java-axis. 

5. The anticlinorium rising west of Worawari, continuing between the 
Slamat- and Kendeng-volcanoes up to in the district of Pekalongan, like- 
wise strongly diverging from the general Java-direction. 

6. The anticlinorium emerging south of Prupug from young volcanic 
deposits, continuing up to about Cheribon. 

7. The anticlinorium rising south of Banjumas and continuing through 
the districts of Eastern Priangan, Krawang and Bantam. 

On the accompanying map the main trend lines of these 7 anticlinoria 
are indicated and numbered conformably. The latter four strongly diverge 
from the geanticlinal axis of the island, the Southern Rembang-anticlinorium 
however only slightly in its most western part. 

The roots of the diverging anticlinoria cannot be observed as clearly as 
on Sumatra on account of the slight degree of Java’s upheaval and con- 
sequently its but fragmentary perceptible backbone. However the roots of 
the anticlinoria 5 and 7 e.g. are distinctly recognizable. The undeniable 
element of congruency between the javanese and sumatranese systems of 
branching trend lines is striking, on the understanding that both are deve- 
loped in an opposite sense to each other and form more or less each other's 
reflected image. 


The primary connection between Java and Sumatra. 

The question now arises: does there exist some relation between both 
reflected images and what may be or may have been this relation. 

In answering this question we must not lose sight of the fact. that the 
present situation of Java with regard to Sumatra is not a primary one!). 

The following facts may prove this. The great stratigraphical conformity 
between the tertiary strata of the Bantam- and Lampong districts show that 
both originally have been deposited in one and the same geosynclinal basin. 
At present, however, the javanese part of this basin is situated in the elong- 
ated trend of the pretertiary Barisan, therefore, with regard to the sumatra- 
nese part of the basin many tens of kilometres displaced towards the south. 
The same applies to the javanese geanticlinal axis, the analogon and pro- 


Dale 7 C. VAN Es, De tektoniek van de westelijke helft van den Oost-Indischen archipel. 
Jaarb. v.h. Mijnwezen in Ned. Oost-Indié. Verhand. II, 1917, p. 110, 111. 
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longation of the Barisan. Its most western part, situated south of Bantam 
and during the Paleogene still above sealevel, with regard to the sumatra- 
nese Barisan-end, has at present, in a similar way, been displaced many 
tens of kilometres towards the south. 

Sometimes the divergent opinion is met with, that the southern end of 
Sumatra with regard to Western Java has been displaced towards the north. 
Although the effect apparently is the same, there is a fundamental diversity 
between both points of view, which here however can be left out of con- 
sideration. To the first mentioned conception the preference has to be given, 
if only for this reason, that it is supported by the distribution of the 
epicentra of earthquakes, which show a considerably greater frequency on 
the southcoast of Western Java than on the coast of Benkulen '). 

The bending of the geanticlinal axis between Sumatra and Java firstly 
brought the javanese axis out of the Sumatra-direction into a more west- 
eastern position. Afterwards, in consequence of the intensified bending and 
through a second cause, which will be discussed further below, the still 
joint geanticlinal axis was broken at the bendingpoint (Sunda Straits). The 
javanese part was bent still further into the present Java-direction, while 
Western Java with regard to Southern Sumatra was displaced considerably 
to the south. 

BROUWER 2) already repeatedly pointed out that considerable transverse 
fractures near the surface of moving geanticlines coincide with their bending- 
points. Sunda Straits now is one of the most typical exemples in the western 
part of the Archipelago, representing such a bendingpoint and likewise the 
locus of transverse fractures, caused by considerable horizontal movements. 

In answering the question put above: which relation can there exist 
between both systems of branching trend lines on Java and Sumatra? it 
should be born in mind that a complicated horizontal movement has dis- 
turbed the primary connection between both parts of the geanticline as 
well as of the adjoining geosyncline, ie. a sharp bending and consequently 
fracturing, complicated by faulting and considerable horizontal displace- 
ment of the javanese part. 


The thousand islands. 
How radically the primary connection between Java and Sumatra at 
present may be disturbed, yet one link still exists, ie. the row of small 


islands, which connects Java with Sumatra: the group of the Thousand 
Islands. 


Umecrove 3) has suggested that the coral reefs of this row of islands 


1) S. W. VISSER, On the distribution of earthquakes in the Netherlands East Indian 
Archipelago. If, 1920—1926, 1930. 
2) H. A. BROUWER, The horizontal movement of geanticlines and the fractures near 
their surface. Journal of Geology, Vol. XXIX (1921). 
H. A. BROUWER, The Geology of the Netherlands East Indies, 1925, p. 63, 89, 90. 


3) J. H. F. UMBGROVE, De koraalriffen der Duizendeilanden (Javazee). Summary in 
English. Wetensch. Meded. v. d. Mijnbouw in Ned. Indié, No. 12, 1929. 
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could have been developed on a ridge-shaped elevation of perhaps anti- 
clinal character, already existing in the Pleistocene. Although it has sofar 
not been possible to establish the correctness of this supposition, it seems 
however highly probable. For, on Java as well as on Sumatra the tertiary 
folds pitch under the quaternary coastplains. Now one can hardly assume, 
that in a system of folds as extensive and as regular in its main features 
as that of the Java~Sumatra-geosyncline, these folds would suddenly termi- 
nate, to be covered subsequently by younger deposits. On the contrary, 
no argument can be advanced against the opinion, that also those parts of 
the tertiary geosynclinal basin, which at present are withdrawn from direct 
observation, must have a tectonic structure similar to that of the area's, 
which are accessible to direct observation. Moreover we know, that the 
tertiary folding on Sumatra extends to the border of the relatively stable 
Sundaland, nay, that the adaptation of the folds to that border is so exact, 
that the latter has been reconstructed according to the scheme of these 
tertiary fold-axes ') Is it logical, to assume, that the same system of fold- 
axes elsewhere does not extend to the border of the Sundaland and does 
not adapt itself to it in the same way, but has come to a sudden stop, because 
we are not able to observe it any longer? 

The existing relation between the scheme of folding and the geosyncline’s 
border in the sumatranese part, implies a conformable or nearly conformable 
relation in the javanese part. I.o.w. if on Sumatra the whole tertiary geo- 
syncline is folded from the Barisan tip to the boundary of the Sundaland, 
in the corresponding part on Java the same must have happened, as well in 
the area’s accessible to direct observation as in those parts of the geosyn- 
cline which at present are withdrawn from direct observation by younger 
deposits and by the sea. 

Furthermore it is obvious, that the arc of the Thousand Islands cannot 
represent an isolated fold-axis within a section of the geosynclinal basin, 
for the rest devoid of folds. Tectonically it is only thinkable and com- 
prehensible, if it is a part of the whole geosynclinal folding-plan. As such, 
it forms an important link between the two parts of the system accessible 
to observation on Java and Sumatra. 


The southern border of the Sundaland. 

Before tracing further, which relation could have existed between the 
virgations on Java and Sumatra, we have to ascertain, how far the tertiary 
folding on both islands extended towards the north, i.e. where the northern 
border of the tertiary geosyncline, i.c. the southern border of the Sundaland 
was situated. ZWIERZYCKI (l.c.) lately tried to deduce the southern boun- 
dary from the direction of the tertiary folds and their rate of compression, 
considering the Sundaland as foreland. In following this method, the great 


1) J. ZWIERZYCKI, Toelichting bij de geotektonische kaart van Nederlandsch Indié. 
Summary in English. Jaarb. Mijnwezen Ned. Indié, Verh. 1929. 
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difficulty is, that in those parts of the geosyncline, which are not accessible 
to direct observation, the direction and intensity of folding are unknown, 
but can only be indicated approximately by extrapolation. An exact delimi- 
nation of the Sundaland in this way seems therefore as yet scarcely pos- 
sible. For the time being we can only connect those points, which are for 
certain lying outside the tertiary geosynclinal area and which belong to the 
more stable Sundaland. As such points can be considered on Sumatra e.g. 
the eruptive rock near Pakanbaru, the pretertiary coasthills at the B. Hari 
and, northeast of Palembang and north of Java, only the group of the 
Karimundjawa Islands. 

The situation of the southern border of the Sundaland, deduced from 
these points shows, that for a not unimportant part of the Java~sea, in- 
cluding the area of the Thousand Islands, the possibility, nay, the proba- 
bility of the existence of tertiary folding under recent deposits is given. In 
future more detailed data about submarine topography than at present at 
our disposal will doubtless procure further information about the direction 
of the main trend lines in this part of the geosyncline. For the present, 
only the arc of the Thousand Islands can be considered as a trend line, 
while the continuation of the main trend lines on Java and Sumatra can be 
deduced approximately by extrapolation (dotted on the map). 

The southern border of the Sundaland shows, off the Karimundjawa Is- 
lands, an outstanding cape, here briefly called Cape Karimundjawa. From 
the intensive compression of the Neogene between Cheribon and Semarang 
and the slighter folding west and east of this section, ZWIERZYCKI (l.c.) 
has drawn the conclusion that an outlying peninsula of the Sundaland must 
be situated opposite the compressed zone. This cannot but be Cape Kari- 
mundjawa. The slighter folded sections of Batavia-Bantam and Northern 
Rembang-Madura must be situated opposite corresponding depressions in 
the Sundaland. 


The origin of the virgations on Java and Sumatra. 

The foregoing statements lead to the following conclusions: 

1. the tertiary plans of folding on Java and Sumatra show great regu- 
larity and conformity; 

2. both belong to one and the same folded geosyncline and consequently 
to one and the same plan of folding; 

3. no reasonable grounds can be adduced in support of the supposition, 
that the geosyncline should not be folded, where it is withdrawn from direct 
observation; 

4. the primary connection between the sumatranese and javanese part 
of the geosyncline however has been disturbed in consequence of a com- 
plicated movement of the javanese part; 

5. the row of the Thousand Islands represents a still perceptible link 
of this former connection, 

If we now consider the separated parts of the geosyncline in their former 
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connection, the great regularity of the whole plan of tertiary folding is 
striking. The remarkable branching of the trend lines on either part, be it 


Fig. 2. Schematic representation of the genesis of the 
tertiary system of complementary virgations on Java 
and Sumatra. 


in an opposite sense, brought in this way in complementary relation, gets 
a particular significance. The anticlinoria, which on Sumatra successively 
bend off the geanticlinal axis, causing its gradual narrowing, join this axis 
again on Java or run almost parallel to it, the same as inversely. The whole 


- system of branching anticlinoria proves to be the result of the bending of 


the primary joint-geanticlinal axis. 

Fig. 2 shows, schematically, the genesis of the tertiary plan of folding 
and branching in three stages. 

Fig. 2,1 represents the primary and theoretically regular, geosynclinal 
folding, parallel to the still joint, uncurved and unfractured geanticlinal 
axis. 

Fig. 2, II shows the genesis of the complementary virgations on Sumatra 
and Java, caused by the bending of the still joint axis. 

Fig. 2, III finally represents, on the same scale as the map, but some- 
what schematized, the present plan, originated after the fracturing of the 
axis and faulting of the eastern, javanese section. 
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This schematized process gives a simple and reasonable explanation of 
the genesis of complementary virgations on Java and Sumatra. 

We now have to trace the forces, which caused the bending and, ulti- 
mately, the fracturing of the Sunda-geanticline at the bendingpoint in Sunda 
Straits. Though east of the Djiwo-hills, neither on Java nor on the minor 
Sunda-Islands, pretertiary rocks of the substructure have been found, it is 
generally accepted, that the pretertiary Sumatra-Java-core continues at 
greater depth towards the east and that these minor Sunda-Islands belong _ 
to the same geanticline. If therefore the forces are to be considered, which 
in tertiary time acted upon the western part of the Sunda-geanticline, it will 
be necessary to keep in view the eastern part. Now we know, that in the 
eastern, unstable portion of the Archipelago in tertiary and even younger 
time enormous forces have acted, which caused great horizontal movements. 
On Timor e.g. alpine structures could arise, while the Timor-arc was ex- 
posed to such a stress, that it was pressed against the Sunda-arc, The 
Sunda-geanticline could not withstand this stress and receded, but was 
nevertheless compressed at such a rate, that the lack of younger volcanism 
between Pantar and Dammer has been imputed by BROUWER!) to that 
compression. Thus it is quite certain, that not only the Timor-geanticline, 
but also the Sunda-geanticline under the influence of compressional stress, 
originating with the Sahul-bank, which constitutes the Australian continen- 
tal shelf, must have been displaced considerably in an horizontal direction. 

In the foregoing we have pointed out, that the movement of the javanese 
part of the Sunda-geanticline with regard to the sumatranese part has been 
a complicated one, i.e. a sharp bending followed by fracturing and con- 
siderable faulting. The curving of the Sunda-geanticline at the bendingpoint 
in Sunda Straits can easily be explained by the stress, acting at the eastern 
part of the geanticline. So far also the process of folding and branching in 
the western part of the adjoining geosyncline can readily be explained by 
transmission of the forces, acting in the eastern part of the geanticline and 
causing counter-pressure (reaction) of the stable Sunda-land, The displace- 
ment of Java with regard to Sumatra and the radical disturbance of the 
primary connection, however, near the submarine locus of the bendingpoint, 
forms a complication, which cannot sufficiently be cleared up by this 
mechanism only. 

Fixing the southern border of the Sunda-land, the attention has been 
drawn to the group of the Karimundjawa Islands and the important part 
acted by this most southern cape of the Sundaland in the process of folding 
of middle Java. Cape Karimundjawa, being a pretertiary consolidated ob- 
staculum, now proves to have caused the complication in the Java-move- 
ment. It prevented the javanese part of the Sunda-geanticline from further 
bending and forced its fracturing at the bendingpoint in Sunda Straits. 


1) H. A. BROUWER, On the non-existence of active volcanoes between Pantar and 


Dammer, in connection with the Tectonic movements in this region. These Proceedings 
XXI, 1917, 
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Summarizing, the following line of thought may elucidate the whole 
process. 

Northward directed forces acting on the eastern part of the Sunda- 
geanticline, pressed the western part off Java and Sumatra against the 
stable Sunda-land, folding the interjacent tertiary geosyncline, at first nor- 
mally. Continued stress in the east caused bending of the geanticline. Con- 
sequently on Java and Sumatra at the concave side of the curve, opposite a 
depression in the Sunda-land, complementary virgations originated. Oppo- 
site Cape Karimundjawa the strongest compression of the tertiary geosyn- 
cline took place, which caused the differing and complicated tectonic struc- 
ture of alpine character in Middle-Java (Lokula). By still continued stress 
in the east, Middle-Java, arrested by Cape Karimundjawa, did neither allow 
of further compression, nor bending. Consequently the transmissed stress, 
concentrated on the geanticlinal bendingpoint, caused the fracturing and 
faulting of the geanticlinal axis at Sunda Straits and the displacement of 
Western Java to the south. 

The line of thought, developed here, gives a simple and reasonable ex- 
planation of several apparently heterogeneous phenomena in the plan of 
tertiary folding on Java and Sumatra, as e.g. that of the complementary 
virgations. 

In the following lines the direction of the stress will be briefly discussed. 

The tertiary folding on Java and Sumatra is generally considered to be 
directed towards the Sunda-land, on Timor however towards the Sahul- 
bank. Now one may dispute long and fruitlessly about directions of stress. 
One thing however should always be borne in mind, namely, that primary 
pressure (action) on the one side, always causes counter-pressure (reaction) 
on the other side. A geosyncline, folded by compressional stress will meet 
action on the one border, reaction on the other. On the side of the stronger 
folding, the primary action, on the side of slighter folding the secondary 
reaction will be found. In the case before us, the pressure lies not directly 
opposite to the counterpressure, but form more or less a torsion-system. 
Notwithstanding this, the effect of compressional stress on Timor has been 
undoubtedly stronger than on Sumatra and Java, so that the primary action 
must have originated with the Sahul-bank (full arrow), the reaction with 
the Sunda-land (dotted arrow). 


Relation between the plan of branching and the distribution of volcanoes. 

‘Finally some words may be added about the relation between the system 
of branching anticlinoria and the distribution of quaternary volcanism. 

The following remarkable facts may be stated: 

In Middle and Southern Sumatra the great majority of extinct and still 
active quaternary volcanoes is situated on the geanticlinal axis. The row 
of the Barisan-volcanoes however is not continual but intermittent, in this 
sense, that quaternary volcanism always is lacking in the sections, where 
anticlinoria are rooted in the Barisan. As soon as the diverging ranges have 
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left the geanticlinal axis, quaternary volcanism starts, extending. often at 
some distance into the characteristic depressions between the diverging 
anticlinoria. These intercalated synclinal depressions of great amplitude, 
are filled up by quaternary volcanic tuffs, descending from the separated 
groups of volcanoes mentioned. . 

On Java these phenomena are less clearly visible. Closer inspection how- 
ever shows, that the javanese quaternary volcanoes are situated likewise in 
separated rows or groups between the branching anticlinoria, and are 
lacking where these — as far as observable — are rooted in the geosyn-~ 
clinal axis. This noticeable distribution of younger volcanoes undoubtedly 
is closely connected with the process of folding and branching as described 
above. For, the bending off and branching of the anticlinoria will have 
caused tensional stress just within the depressions between the anticlinoria, 
so that here in the first place magmatic eruption might be expected. 


